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Zusammenfassung

Motiviert durch die algebraischen Kurven betrachten wir auf zusammen-
héngenden kompakten Riemannschen Fléchen eine Klasse degenerierter Me-
triken mit endlich vielen kegelartigen Singularitédten. Wie im nichtsinguléren
Fall kann die (—regularisierte Determinante det A des Laplaceoperators ba-
sierend auf der (—Funktion definiert werden.

Die Polyakov—Formel, die die Variation von det A unter konformer Varia-
tion der zugrundeliegenden Metrik angibt, kann auf die von uns betrachtete
Klasse singuldrer Metriken {ibertragen werden.

Fiir eine gewisse Teilklasse von Metriken geben wir einen Uniformisie-
rungssatz an, der besagt, dafl jede dieser Metriken konform &quivalent zu
einer Metrik konstanter Kriimmung ist. Fiir andere Metriken der betrach-
teten Klasse ist eine solche Aussage im allgemeinen nicht moglich. Es wird
ein Gegenbeispiel angegeben.

Wir zeigen, dafl Metriken der oben erwidhnten Teilklasse nach der Uni-
formisierung in der Néhe von Singularitdten ein Warped Product sind. Eine
Konsequenz daraus ist, daf§ geodétische Kreise um eine Singularitiat glatt
sind.



Einleitung

Auf einer zusammenhéngenden kompakten Riemannschen Fliche S mit
glatter Riemannscher Metrik g kann man die (—Funktion des Laplaceope-
rators A fiir Res > 1 durch

Cls) =D A"

Jj21
definieren, wobei
O=X <A < <.

die Eigenwerte des Laplaceoperators auf Funktionen A bezeichnen.  kann
meromorph auf ganz C fortgesetzt werden und ist bei 0 regulédr. Die (—
regularisierte Determinante des Laplaceoperators wird durch

det A := ¢ ¢©

definiert ([OPS], Abschnitt 1). det A stellt eine wichtige Invariante des Spek-
trums von A dar.

Die Polyakov—Formel gibt die Variation von det A unter konformer Va-
riation von g an. Sei ¢ € C*° (S) und

gy = €*g

die durch €% induzierte Metrik auf S. Der zugehérige Laplaceoperator wird
mit A, bezeichnet. Dann gilt

1 1
logdet A, = “Tor ||Vg0||iz T on (K, @) +2log e?]] .2
+logdet A —logvol S.

K steht fiir die Kriitmmung. Alle metrikabhdngigen Ausdriicke sind beziig-
lich g zu verstehen ([P1], [P2], [OPS], Abschnitt 1).

Es ist interessant zu untersuchen, ob es fiir singuldre Metriken auf S ein
Analogon zur Polyakov—Formel gibt. Motiviert durch die Klasse der alge-
braischen Kurven betrachten wir Metriken mit endlich vielen kegelartigen
Singularitdten der folgenden Gestalt.

Sei ¥ C S eine endliche Teilmenge, S := S\ X. g sei ein glatter 2-Tensor
auf S mit folgenden Eigenschaften:
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e ¢ |S ist eine glatte Riemannsche Metrik.

e Zu jedem p € X gibt es eine offene Umgebung U, C S, fiir die
UpN% = {p}
und
U\ {p} = D= {z€ € |0 < |2] < <}
gilt.
o Auf U, gilt
g=h(dz® + dy®)
mit
h e C*(D-U{0}),
h(z,2) = N () Y072 0 (]P0

N (p) € IN heifit die Multiplizitdat von p. ¥ heifit der singuldre Ort von
(S,g). Die Klasse aller solcher Metriken auf S bezeichnen wir mit G (.5)
(Definition 1.2.1).

Sei M C CP" eine algebraische Kurve. 7 sei die von einer hermiteschen
Metrik auf CP" induzierte Metrik auf M.

(R M — M
bezeichnet die Auflésung von M. Dann gilt
%::¢*Teg(ﬂ7).

Auch sind alle glatten Metriken auf S'in G (5) enthalten (Bemerkungen 1.2.5
und 1.2.2)

Fiir ¢ € G(5) definieren wir ( wie im glatten Fall. A ist hier als die
Friedrichsfortsetzung des Laplaceoperators zu verstehen. Gemé$ [BL2], For-
mel (2.22) ist ¢ wohldefiniert. Mit der in [BL2], Theorem 1.2 berechneten
asymptotischen Entwicklung der Wirmeleitungsspur try» e ' fiir t — 0+
kann man zeigen, dal ¢ bei 0 analytisch ist (Satz 2.2.1). Daher kann die
(-regularisierte Determinante des Laplaceoperators det A wie im glatten
Fall definiert werden (Definition 2.2.3).

Fiir ¢ € C* (S) definieren wir die Metrik g, wie im nichtsinguléren Fall.
Es gilt g, € G (S) (Formel (2.3.1)).



Analog zu [BL2], Theorem 1.2 erhalten wir mit dem Singular Asympto-
tics Lemma von J. Briining und R. Seeley ([BS1], S. 135) eine asymptotische
Entwicklung

trye ((pe’m) ~i04 Z a; (o)t + Z b (o)t logt

+2_2 (@) ),
und es gilt
w9+ 0 (0) (1) = 13- (Koo) = 5 3w () (N ()~ N () ).

(Formel (2.4.4) und Satz 2.4.5).
Der Grund fiir das Interesse an der Betrachtung von try: (goe*m) liegt
darin, daB fiir ¢, ¥ € C* (5)

0 - —tA,
“as logdet A, (¢)) = 2 - konst. Term von trpz, <w <e — f@))

- 6% (Kp 1), — éZw () (N () = N () )

peEX

0
— % (log vol, S) (v)

gilt (Satz 2.4.2). f steht fiir den Mittelungsoperator. Der Index ¢ besagt,
daB der jeweilige Ausdruck beziiglich der Metrik g, zu verstehen ist. Es
folgt

1
— (K, ) + 21og [l

+logdet A — log vol S
+e e (N ) - N (p)7)

peEX

1
logdet A, = ~Tom ||V90||iz —

(Theorem 2.4.6). Diese Formel unterscheidet sich von der Polyakov-Formel
im reguldren Fall nur durch den letzten Term, der lokal von einer Umge-
bung des singuléren Ortes abhéngt. Die Berechnung der Polyakov—Formel
fiir die Klasse der degenerierten Metriken G (.5) ist erheblich aufwendiger
als im nichtsinguléren Fall. Das ist hauptséchlich darauf zuriickzufiihren,
dafl durch die Existenz von Singularitdten die Spur des Wérmeleitungsope-
rators e ' eine wesentlich kompliziertere Gestalt aufweist (im Gegensatz
zu regulédren Fléchen treten beispielsweise auch logarithmische Terme in der
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asymptotischen Entwicklung fiir ¢ ~ 0+ auf) und Fragen der Integrierbar-
keit nicht durch lokale Betrachtungen gelost werden kénnen, wie dies im
kompakten nichtsinguldren Fall moglich ist.

Falls der singuldre Ort leer ist, nimmt det A, unter der Nebenbedingung

vol, S = const

ein eindeutig bestimmtes absolutes Maximum bei einem ¢ € C* (S) an. Die
zu gy gehorige Kriimmung ist konstant (JOPS], Abschnitte 2.2 und 2.3).

Wir wollen untersuchen, ob eine entsprechende Uniformisierung fiir sin-
guldre Metriken der Klasse G (.5) existiert. Im allgemeinen ist det A, unbe-
schréankt, so daf g € G (S) nicht durch Maximierung von det A, auf kon-
stante Kriimmung transformiert werden kann (Satz 3.1.18). Mit der Kon-
stante

Cs(9) == x(S)+>_(N(p)—1)

peEY

folgt aus [Trol], Theorem 1(2), dafl es im allgemeinen keine zu g konforme
Metrik konstanter Kriimmung gibt, falls C's (g) > 0 (Abschnitt 3.3).
Wir betrachten den Fall Cs (g) < 0. Wir definieren ein Funktional

F:C>(S)—=R
1
o =5 IVelze + (K, ) — 2nCs (g) log || 12
(Abschnitt 3.1). F ist translationsinvariant (Satz 3.1.10). F ist konvex und
F |ker f ist strikt konvex (Satz 3.1.2).

F |ker f nimmt bei einem eindeutig bestimmten 1 € C* (S) N ker f
sein absolutes Minimum an. Die zugehorige Metrik g, besitzt konstante
Kritmmung. ¢ ist die einzige Funktion in C* (S) N ker f, die auf S eine

Metrik konstanter Kriitmmung induziert (Theorem 3.1.12). Es gilt die Gauf3—
Bonnet Formel

/Kw dvoly, = 27Cs (g)
S

(Satz 3.1.8).
Zum Beweis withlen wir eine Folge (¢), .y € C*(S) Nker f, so daB
F (p,) monoton gegen

Fy:=inf {F (¢) |¢ € C>*(S) Nker f }
konvergiert. Es gibt eine Konstante C'; so daf} fiir jedes n

lenllm < C
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gilt. Die Sobolev—Norm bezieht sich auf eine glatte, nach Koordinatenwech-
sel zu g und g, quasiisometrische Metrik o auf S (Lemma 3.1.3).

Aus dem Einbettungssatz von Rellich folgt — gegebenenfalls nach Uber-
gang zu einer Teilfolge —

@nL—2>¢€H1(S)'

n—oo

Es ist zu beachten, dafl es sich bei der Konvergenz von ¢, lediglich um
L?-Konvergenz handelt.
F kann durch Stetigkeit zu

F:H'(5)—R

fortgesetzt werden, was unter der Nebenbedingung f 1) = 0 bei ¢ ein Mini-

mum annimmt. Wegen der Konvexitit von F' handelt es sich um ein abso-
lutes Minimum. F'ist wie F' translationsinvariant. Daher stellt ¢/ auch ohne
die Nebenbedingung ein absolutes Minimum dar.

Daraus folgt, daf fiir ¥ € C3° (g)

0 ~

0=, F )

gilt. Wir wissen ¢ € H! (S), woraus mit einem Ergebnis von J. L. Kazdan
und F. W. Warner ([KW], S. 23, Formeln (3.6) und (3.7))

e* € L*(9)
folgt. Zusammen mit der Glattheit der Kriimmung folgt

B 21C5 (9) 9y 2 (¢
A¢-—K+W6 ELlOC S.

Aus der Elliptizitdt des Laplaceoperators kann man ¢ € C* (§> folgern.

Es bleibt, die Glattheit von v in einer Umgebung U einer Singularitét
p € X zu zeigen. Wiederum unter Ausnutzung der Elliptizitit des Laplace-
operators kann diese geschlossen werden.

Fiir die Kriimmung gilt

27‘(‘05 (g)

Kw = 6722!} (K + AQ/}) = Vol¢ S

(Formel (2.3.5)). Die Eindeutigkeit von 1 folgt aus der strikten Konvexitét
von F |ker f.
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Fiir einen Spezialfall kann eine analoge Aussage mit schwécherer Regu-
laritét der uniformisierenden Funktion aus einer Arbeit von M. Troyanov
([Tro2]) gefolgert werden. Aus einer Arbeit von D. Hulin und M. Troya-
nov ([HT]) folgt eine analoge Aussage mit schwicherer Regularitidt der
uniformisierenden Funktion fiir das von uns betrachtete Problem (Bemer-
kung 3.1.16),

Es stellt sich die Frage, wie die uniformisierte Metrik g, in einer Umge-
bung von p € X aussieht. Sei U C S eine hinreichend kleine Umgebung von

P
Falls Cs (g) < 0 gilt, gibt es eine Isometrie

i (UNA{p},90) = (1(U\{p}) C R} x S,
ING) = dz® + N (p)? (sinh z)? dv?)

(Theorem 3.2.2).

Um das zu sehen, zerlegen wir U\ {p} in endlich viele keilférmige Flachen,
deren Kanten Geodéten sind, die sich in p schneiden. Dabei treten mehrere
technische Schwierigkeiten auf. Es mufl untersucht werden, ob es solche
Geoditen gibt (Korollar 3.2.11) und ob sie eindeutig sind (Satz 3.2.13).
Schlieflich mufl man zeigen, dafl es eine endliche Partition gibt, so dafl der
Offnungswinkel jedes einzelnen Keils bei p spitz ist (Satz 3.2.14).

Wir betrachten nun einen solchen Keil V' und betten ihn isometrisch in
die hyperbolische Halbebene H ein. Hierbei mufl untersucht werden, ob eine
solche Einbettung existiert. Insbesondere mufl man beriicksichtigen, dafl V'
nicht abgeschlossen ist und p ¢ V gilt. Es stellt sich heraus, dafl dies kein
Hindernis ist (Satz 3.2.14).

Nun betrachten wir eine Isometrie

v (Vigm) = (iv (V) C RS % 8", )
(a,9) = (2, N (p) ).

N (p)~" ist als Abbildung von [0,27) in sich zu verstehen. Es wird H D

V N (0,00) = ) angenommen (Lemma 3.2.15). Da sich die Offnungswinkel

der einzelnen Keile zu 27 N (p) ergénzen, konnen diese nach Anwendung von

iy wieder an den Kanten verklebt werden (Lemmata 3.2.16 und 3.2.17).
Analog gibt es im Fall Cs (g) = 0 eine Isometrie

it (U\NAp} g0) = (i (U\{p}) C R} x S,
ING) = dz* + N (p)? *di?)

(Theorem 3.2.18). Dies kann wie die entsprechende Aussage fiir Cs (g) < 0
gezeigt werden.

Ein unabhéngiger Beweis der Aussagen sowohl fiir Cs (¢) < 0 als auch
fir Cs (g) = 0 wurde von C. M. Judge gegeben ([J], Theorem 3.4).
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Eine direkte Folgerung der Existenz von i ist, daf§ fiir hinreichend kleines
¢ die geodétischen Kreise

We(g) :=={q € 5 |dist(p,q) =¢}
glatt sind (Satz 3.2.20).

Aufbau der Arbeit

In Kapitel 1 fithren wir die im Folgenden benétigte Notation ein und stellen
verschiedene Resultate bereit, die spéiter verwendet werden. Des weiteren
berechnen wir die Defektindizes des Laplaceoperators auf kompakten Rie-
mannschen Fldchen mit degenerierter Metrik wie oben beschrieben.

Kapitel 2 befa3t sich mit der Herleitung der Polyakov-Formel. Dazu zei-
gen wir zunéchst die Wohldefiniertheit der (—regularisierten Determinante
des Laplaceoperators und untersuchen verschiedene Eigenschaften der (-
Funktion.

In Kapitel 3 fithren wir schliellich die oben erwéhnte Uniformisierung
einer speziellen Klasse von kompakten Riemannschen Fldchen mit dege-
nerierter Metrik durch und zeigen die Regularitdt der uniformisierenden
Funktion. Auflerdem untersuchen wir das lokale Verhalten der uniformisier-
ten Metriken in der Néhe von Singularititen.

Notation

Séatze, Definitionen, Formeln etc. werden fiir jeden Abschnitt getrennt nu-
meriert. Die einzige Ausnahme bilden Abbildungen, fiir die sich die Nume-
rierung am Kapitel orientiert.

Bei Querverweisen werden Formeln in runde Klammern gesetzt. Das En-
de von Beweisen wird durch eine Markierung der Art gekennzeichnet,
wobei fiir 77 die Nummer des Satzes eingesetzt wird, zu dem der Beweis
gehort.

Danksagungen
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1 Grundlagen

In diesem Kapitel soll die fiir diese Arbeit verwendete Notation eingefiihrt
und einige bekannte Resultate iiber algebraische Kurven vorgestellt werden.
Auf Beweise und die Einfithrung von in diesem Themengebiet als allgemein
bekannt zu betrachtenden Begriffen werden wir verzichten. Sie konnen in
vielen Lehrbiichern iiber algebraische Kurven bzw. algebraische Geometrie
wie z.B. in [Ful, [GH], [H] oder [M] nachgelesen werden.

Weiterhin werden wir eine spezielle Klasse von degenerierten Metriken
auf kompakten Riemannschen Flachen betrachten. Algebraische Kurven
sind ein Spezialfall dieser Klasse.

Wir werden die hier eingefiihrte Notation fiir den Rest der vorliegenden
Arbeit beibehalten, ohne sie jeweils aufs neue zu erkléren.

1.1 Algebraische Kurven

Sei h eine hermitesche Metrik auf CP". M C CP", versehen mit der von h
induzierten Metrik, die wir wiederum mit h bezeichnen, sei eine algebraische
Kurve. ¥ sei der singuléare Ort von M. Da ¥ C M diskret ist, folgt aus der
Kompaktheit von M die Endlichkeit von ». Wir bezeichnen den reguldren
Teil von M beziiglich h mit

M= M\

Dann gibt es zu M eine kompakte Riemannsche Fléche M und eine holo-
morphe Abbildung

CD:M—MDP”

mit den folgenden Eigenschaften.

ist biholomorph.
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1.1.1 Definition: M heifit Desingularisierung oder Auflosung von M. ®
nennt man desingularisierende Abbildung.

Im Folgenden iibernehmen wir die Darstellung von [BL2|, S. 27f. Sei
ein singuldrer Punkt ¢ € ¥ gegeben. L (¢) sei die Anzahl der lokal irredu-

ziblen Komponenten von M nahe g. Wir wihlen homogene Koordinaten
(20, ,2,) in CP" sodaB ¢ =[1,0,...,0] gilt. AuBlerdem wéhlen wir eine
Umgebung U, C CP" von ¢ mit den folgenden Eigenschaften. Es gilt

Uq N E = {q} )

o

und die Komponenten U; ;, nahe ¢ in M,
v,nM= ) Uy,
1<i<L(q)

sind zusammenhéingend und paarweise disjunkt. Dariiber hinaus gibt es fiir
jedes U, 4 eine biholomorphe Abbildung

Vv:D.:={2€C|0<|z] <e} =U,,,
zi—)[l,Pl(Z), ,Pn(z)],

so daf} alle P, holomorph in D, sind, wobei fiirein k € N, 1 <k <n

P,(2)=0 fir 1<u<k-1,

Py (z) = 2™,

P,(z) = Zavlzl fir k+1<v<n
I>N,

mit Ny < Niyi1 < ... < N,, Ny €N gilt.
1.1.2 Definition: Die obige Darstellung nennt man Normalform von M
bei q.
Ni(q) :== Ny
heifit die Multiplizitit der i—ten Komponente.

Punkte q € X, fiir die N; (q) =1 fiir allei = 1,... L (q) gilt, nennen wir
Mehrfachpunkte.

1.1.3 Bemerkung: Es ist zu beachten, da$ sich ®~! (X) und die Singula-

ritdtenmenge 5 von (]/\\/[/ , @*h) im allgemeinen unterscheiden. Zwar gilt

Sco(n),
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die umgekehrte Relation ist aber im allgemeinen falsch. So sind etwa die
Urbilder von Mehrfachpunkten unter ¢ regulére Punkte von M. Die Urbil-
der von Punkten ¢, bei denen einige, aber nicht alle der V; (¢) gleich 1 sind,

sind teils regulére, teils singuldre Punkte von M.
1.1.4 Beispiel: Wir betrachten

S=CP'~5?
und

d:CP' — CP?
(X, Y] — [ X, XY v

mit k£, [ € N, £k > 1> 2 und k und [ relativ prim.
M =®(S) c CP?

besitzt eine lokal irreduzible Singularitdt der Multiplizitét [ bei [1, 0, 0]. Die
zugehorige Abbildung v ergibt sich zu

VD — U[1,0,0]7
Z [1,zl,zk] .
Falls k — 1 > 2 ist, dann hat M eine zweite lokal irreduzible Singularitit bei
0,0, 1] der Multiplizitat k& — I.
M ist die algebraische Kurve, die durch das Polynom
Yk o Zle—l

in CP? induziert wird. M hat lediglich bei ® ([1,0]) sowie im Fall £k —1 > 2
zusétzlich bei © ([0, 1]) eine Singularitét.

Fiir [1,Y;] € CP' mit ®[1,Y;] € M,i=1, 2 und
1Y) = @1 Y,
gilt |Y1| = |Y2| sowie
[-argY) =1-argYs
und
k-argY; =k -argYs.

Da k und [ nach Voraussetzung relativ prim sind, folgt Y; = Y5.
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Fiir [X;,1] € CP! mit ®[X;,1] € M, i = 1, 2 und
O X, 1] = B [X, 1]

folgt entsprechend X; = X5, weil entweder k — [ = 1 gilt oder k£ und k£ — [
relativ prim sind.

Folglich ist die Abbildung
o ! (M) M

bijektiv und daher biholomorph. Daraus erhalten wir, dal S = CP! die
Auflésung von M ist.
Mit k = 3 und [ = 2 erhélt man die Neillsche Parabel

M={[X,Y,Z] e CP* |Y’ =Z°X } .

1.2 Kompakte Riemannsche Flichen mit de-
generierter Metrik

Wir wollen nun, motiviert durch die algebraischen Kurven, eine spezielle
Klasse von degenerierten Metriken auf kompakten Riemannschen Flichen
einfiithren.

1.2.1 Definition: Wir betrachten eine kompakte Riemannsche Flache S.
>) C S sei eine endliche Teilmenge und g ein glatter 2-Tensor auf S mit den
folgenden Eigenschaften. g eingeschriankt auf

%::S\Z

ist eine glatte Riemannsche Metrik. Zu jedem p € X gibt es eine offene
Umgebung U, C S, fiir die

Up N = {p}
und
U\ {p} ~D. = {z € C| 0 < |2| <&}
gilt. Auf U, gilt mit z = x4+ 1y, v,y € R
g:h(dx2+dy2),
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wobei
h € C> (D.U{0}),
h(z,2) = N () |72 1 0 (|70
gilt. N (p) € IN heifit die Multiplizitidt von p. 3 heiit der singuldre Ort von
097%2’('3 Klasse aller solcher degenerierten Metriken auf S bezeichnen wir mit

g (9).

1.2.2 Bemerkung: Alle glatten Riemannschen Metriken auf einer kom-
pakten Riemannschen Fliche S sind in G (S) enthalten. In diesem Fall gilt
¥ =1.

1.2.3 Bemerkung: Auf einer Umgebung U um p € ¥ nimmt die Metrik
g in Polarkoordinaten

(r,9) € (0,¢) x S!
wie in [BL2], S. 28 die Gestalt
g(r,Y) =« <7’N%f'>,19>2 dr® + 3 (Tﬁ, 19)2 N (p)® r2dv* (1.2.1)
an. Dabei sind a und 3 € C* ([0,¢) x S') mit
a(0,.)=p0(0,.)=1 (1.2.2)

gegeben. Mit Definition 1.2.1 sieht man konkret, dal nach einem Koordi-
natenwechsel u := N ®)

=
N

o (r¥,0) = 8 (r7,9) = (14 hy (u56,0) )" = (1+ by (1,9))

gilt. hy ist wie folgt definiert. Die Funktion h aus Definition 1.2.1 kann man
in Polarkoordinaten schreiben als

h(r,9) =N (p)2 P2Np)=2 (1+ hy (r,0))

mit

h, € C™ ([0,6) XSI), hq (0, ) 0.
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1.2.4 Lemma: Sei g ein glatter 2-Tensor auf S, der eingeschrédnkt auf S
eine glatte Riemannsche Metrik darstellt. Mit p € ¥, U, und h wie in
Definition 1.2.1 gelte auf U,

g:f-h(dx2+dy2)

mit f € C*(D.U{0}), f > C > 0. Dann gilt g € G (S). p hat die gleiche
Multiplizitdt beziiglich g und %g.

Beweis: Mit dem Koordinatenwechsel
und z = 7 + iy gilt

mit

he = (D.u{0}),

[ (z ?) = NP2 10 (|zy2N<p>—1) .

Dabei bezeichnet N (p) die Multiplizitdt von p beziiglich der Metrik % g. Es
gilt

1.2.4
1.2.5 Bemerkung: Sei h eine hermitesche Metrik auf CP"™ und
McCP"
eine algebraische Kurve.
Vi M— M
sei die Auflosung von M. Dann gilt

G=v*heg (M)
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([L2], Beispiel 1 auf S. 21). Die Multiplizitdten im Sinne von Definition 1.1.2
und Definition 1.2.1 stimmen iiberein, weil g in einer Umgebung einer Singu-
laritét p der Multiplizitat N (p) (im Sinne von Definition 1.1.2) die Gestalt

g=nh (dz* + dy?)
mit h € C* (D. U{0}),
’}VL (Z,E) —C-N (p)Q ’Z‘QN(P)_2 + O <|Z‘2N(p)—1)

annimmt, wie in [BL2] S. 40f ausgefiihrt wird. Der skalare Faktor C' kann
durch den Koordinatenwechsel

7:=Cz2x, j:=C2y
wegtransformiert werden (vgl. Lemma 1.2.4).

1.2.6 Definition: ([BL1], Abschnitt 2) Sei W eine Riemannsche Mannig-
faltigkeit der Dimension w mit einer offenen Teilmenge U C W mit den
folgenden Figenschaften.

Wy =W\U
ist eine vollstindige Mannigfaltigkeit mit kompaktem Rand X,
dimX =w—-1=: 2.
U ist isometrisch zu (0,e) x X mit Metrik
9="h)?(dy?+v?x (v)),

wobei gx (y) eine Familie von Metriken auf X ist, so dafl gx (y) glatt auf
(0, ) und stetig auf [0, ) ist, und fiir

h e C®((0,e) x X)

gilt

sup :O(y‘s) fir x — 0, j=0,1

peX

(ya%)j (v h(y,p) — 1)

und

-1 _ 5 ..
sup 17 (. 2) ™ dxh 0 i gy = O (0°) fiir =0

mit 6 > 0 und ¢ > —1. dx steht fiir die duBere Ableitung auf X.
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Wir betrachten
9" = dy* + y*9x (0)
g'=h7%g=dy’ +y’gx (y)

und bezeichnen mit V° und V* die Levi-Civita—Zusammenhénge fiir ¢° und
g* mit Zusammenhangsformen w° und w'. Dann gelte

sup (l9" (:2) = & (.2 o + 0 [o° (:9) = " (0] ,0) = O (")

fiir x — 0.

FEine Riemannsche Mannigfaltigkeit (W, g), die all diese Eigenschaften
erfiillt, heiit konform kegelartige Mannigfaltigkeit.

1.2.7 Lemma: Sei S eine kompakte Riemannsche Fliche und g € G (.5).
Dann ist (S, g) eine konform kegelartige Mannigfaltigkeit.

Beweis: Dies sieht man, wenn man Polarkoordinaten um eine Singularitét
einfiihrt (vgl. Formel (1.2.1) und [L2], Beispiel 1 auf S. 21).

1.2.7

1.2.8 Definition: Sei X eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. £ und F sei-
en Vektorraumbiindel itber X. Fiir einen auf C§° (E) definierten Differen-
tialoperator P € Diff (F, F') definieren wir P,,;, als den Abschlufl von P
und P,,,. durch

Pz = (PLi)"

Dabei steht P* fiir den formal adjungierten Operator zu P. P, ist die
maximale abgeschlosse Fortsetzung von P, so daB C§° (F') im Definitions-
bereich des Adjungierten enthalten ist. Ein abgeschlossener Operator T, fiir
den

Pmin - T C Pmaz
gilt, heifit ideale Randbedingung von P.

1.2.9 Definition und Theorem: Sei S eine kompakte Riemannsche Fla-

che und g € G (S). Fiir die dufiere Ableitung d, definiert auf C§° (/\ T*g’) ,
gilt im Hilbertraum L? (\ T*S)

dma:v = dm'm .
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d besitzt also eine eindeutige ideale Randbedingung, die wir mit D bezeich-
nen. D hédngt nicht von der konkret gewéhlten Metrik g € G (S) ab. Der
Laplaceoperator

2
A= @Ai .= (D + D*)?

=0

ist positiv und selbstadjungiert. A; operiert auf Formen der Stufe i. Ag ist
die Friedrichsfortsetzung von

in L* (M). SchlieBlich ist fiir i = 0,1, 2

2 ( A M)

diskret in dem Sinne, daf3 das wesentliche Spektrum leer ist.

(d+d")’

A=A

Beweis: Da (5, g) gemifl Lemma 1.2.7 eine konform kegelartige Mannigfal-
tigkeit im Sinne von Definition 1.2.6 ist, folgt die Aussage aus [BL1], Lem-
ma 3.1 und [BL1], Theorem 3.7.

1.2.9

1.2.10 Bemerkung: Die Aussage von Definition und Theorem 1.2.9 fiir
den Spezialfall der algebraischen Kurven findet man in [BL2], Theorem 1.1.

1.3 Die Defektindizes des Laplaceoperators
Wir wollen die Defektindizes

nt (A) := dimker (A0r F )

des Laplaceoperators beziiglich C§° (S) auf einer kompakten Riemann-

schen Fliache S mit Metrik g € G (5) und singulédrem Ort ¥ berechnen.

Es wird sich herausstellen, dafl ny (A) und n_ (A) im allgemeinen nicht
verschwinden, der Laplaceoperator also im allgemeinen nicht wesentlich
selbstadjungiert ist.

Da der Laplaceoperator reell ist, gilt

ny (A) =n_(A). (1.3.1)
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Zunéchst zeigen wir in enger Anlehnung an das Lokalisationsprinzip aus
[L1], Abschnitt 2, da8 die Defektindizes lokal in einer Umgebung des sin-
guldren Ortes berechnet werden konnen.

Sei M eine orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit. A,; sei der La-
placeoperator auf Funktionen auf M.

Wir betrachten auf D (A maz) die hermitesche Sesquilinearform

qn (‘T? y) =1 ((AM,maxx> y) - (ZL’, AMnnaxy)) )
,Y € D (Aprrmaz)- Fiir © € D (Apsmin) oder y € D (Apsmin) gilt
qA (.I’, y) = 07

so daB ga,, eine hermitesche Sesquilinearform auf D (Ansmaz) /D (Arsmin)
induziert, die wir wiederum mit ga,, bezeichnen. Fiir € ker (A mas F 7)
erhalten wir

Gay (2,7) = £2 )7 .
Fiir
L ker (A maz — 1) @ ker (A maz + 1)
gilt
qa,, (x,2) = 2Im (Apmaezx, ) = 0.
Wenn wir die Dimension des maximalen Unterraums von
D (Ammaz) /D (Antmin) »

auf dem ga,, positiv bzw. negativ definit ist, mit ny (ga,,) bezeichnen, folgt
also

ny (An) =14 (qay,) - (1.3.2)
Wir betrachten nun eine offene Teilmenge U C M, so dafl
My:=M\U
eine vollstdndige Mannigfaltigkeit mit kompaktem Rand
W = 0M,

ist. Da M orientierbar ist, ist das Normalenbiindel iiber W trivial, und es
gibt eine Tubenumgebung

V=(—ge)xW
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um W mit
UNV = (-0 xW, MyNV =][0,e) x W.
Wir setzen fiir ¢ € (0, ¢)
U =U\([-t,0) x W)
und
M, == M\ U,
Mit Ay bezeichnen wir die Einschrankung von Ay, auf C§° (U). Wir setzen

XD (AU7min/maac) = {f eD (AU,min/ma:v) ‘suppf c U, fiir ein t > 0} .

Wegen supp & C U liegt die triviale Fortsetzung von
£ e XD (AU,mz‘n/max)
auf M in D (A M,min /maw). Daher erhalten wir eine natiirliche Einbettung
o : XD (Avmaz) — D (Arrmaz) (1.3.3)
mit
a (KD (Avmin)) € D (Apsmin) - (1.3.4)

1.3.1 Satz (Lokalisationsprinzip): (vgl. [L1], Theorem 2.1) « induziert
einen Isomorphismus

a: XD (Avmaz) /KD (Avmin) — D (Arrmaz) /D (Arrmin) -
Wenn qa,, die Sesquilinearform zu Ay, eingeschrinkt auf
XD (Avmaz) /KD (Avmin)
ist, dann gilt

ne (Ay) = ns (qa,) -

Beweis: Wegen den Formeln (1.3.3) und (1.3.4) ist @ eine wohldefinierte
lineare Abbildung.
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Wir beweisen zunéchst die Surjektivitdt von @. Dazu wihlen wir ein
§ € D(Apmmaz) und ein g € C* (M), das in einer Umgebung von M,

konstant 1 ist und auf Uy, t € (0, %) verschwindet. Dann gilt

Ay (L =)&) = (1= p) Ap€+2(Vp, VE) — (App) €,

Weil Vi beschrankt ist, wegen der Elliptizitdt des Laplaceoperators

Vée Lr (TM)

loc

gilt und

supp ((Vu, V&) + (Anrp) §) C My \ Mo

kompakt ist, folgt

(1 - N)f € XD (AU,max) .

Wir erweitern My, um einen Zylinder (—oo, —2t) x W, so daB die resultie-
rende Mannigfaltigkeit X vollstandig ist. Aus [Wo|, Theorem 6.1 folgt, daf
der Laplaceoperator Ay auf X wesentlich selbstadjungiert ist und es daher
eine Folge (v,),cy € C5° (X) gibt mit

L2
Vp —— €
n—oo

und
Axvy ni—o(j Ax (pg) = Apr () -

Hier wird Aj (1€) mit seiner trivialen Fortsetzung auf X identifiziert. Man
wéhle eine Abschneidefunktion ¢ € C*° (X) mit ¢» = 1 in einer Umgebung
V' von supp p und mit supp vy C M%t. Mit

&n 1= Y, € Cg° (M)
folgt
160 = p€ll o = b — vugll o < Ml — i€l o —— 0.
Es gilt

AM§n = wAXVn -2 (V% VVn> + (AX¢) VUnp
—E YA (1) = Ay ().
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weil Ax1 sowie Vi) beschrankt sind. Es gilt ndmlich

V| My, \ V —5 ¥ ()| My, \ V = 0

sowie
Vn|Mgt\VL—2’ ﬂ5|Mgt\V:0-
Es folgt

pué €D (AM,min>

und damit die Surjektivitdt von a.
Nun kommen wir zum Beweis der Injektivitdt von @. Wir wihlen ein

g € :KD (AU,max) N @ (AM,mm) .
Es ist zu zeigen, daf
f € D (AU,min>

gilt.
Aus £ € D (Apmin) wissen wir, dafl es eine Folge (v,),.v € C5° (M)
mit
L2

Vp — &
n—oo

und

Aprvn —2 Ayt

n—

gibt. Man wihle eine Abschneidefunktion g € C3° (M) mit 4 = 1 in einer
Umgebung von supp & und supp o C Uy fiir ein t > 0. Es gilt pv, € C§° (U).
Wie im Beweis der Surjektivitit kann man

L2
v, —— €
n—oo

und
An (,uyn) ni—oo> ANYES

zeigen.
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SchlieBlich ist die Aussage
ne (D) = ns (ga,)
zu zeigen. Da @ ein Isomorphismus ist, gilt
ny (qay) = nat (gay) = ne (An),
weil

—k
Ay = O gAy,-

1.3.1

Wir wollen nun das Lokalisationsprinzip auf S anwenden. Dazu betrach-
ten wir eine Umgebung

UUPC§

peEY

um ¥, wobei jedes U, eine Umgebung von p ist. Gegebenenfalls nach Verklei-
nerung der einzelnen U, diirfen wir annehmen, dafl sie paarweise disjunkt
sind. Geméfl Definition 1.2.1 kann durch glatte Fortsetzung der jeweiligen
Metrik jedes dieser U, erweitert werden zu R, x S mit Metrik

90 (1, 9) = Ry (v, ) (dy? + y2dy?)

mit einer glatten Funktion h,, fiir die nahe {0} x S*

hy (Y, 0) = N (p) y" P a, (y, ¢)
mit
a, € C* ([0,e) x SY), a,(0,.)=1

gilt. N (p) steht fiir die Multiplizitidt der Singularitéit bei p. Dann gilt mit
Satz 1.3.1

ni (A) =) ni(4,),

peEY

wobei hier A, fiir den Laplaceoperator im Hilbertraum

L? (]R+ x St yhf,dy d(p)
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steht. Es gilt

2

A, = — Z a@g”a

1,j=1

Wir betrachten die unitéare Transformation
7t P (Ry x S' yhldy dp) — L? (Ry x S', dy dyp),
J = yihyf.
Dann gilt mit
Ap = 10,7, !
die Gleichheit
ne (8y) = s (B,).

Eine ldngere, aber direkte Rechnung ergibt

2 k
5,02 x 8" =S ) (-ui )

mit

_ _ _ 0
A (y) =N (p) 2(1;2 — 2N (p) ! a;Q — 2N (p) an;?’ (—ap) 7
Ay (y) =—N(p) 2a;?
Es gilt fir £ =0,1,2

Ay, € C ([0,¢), Diff <5 (S*))
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und daher A, € Diff>2V®) im Sinne von [L2], Definition 1.1.11. Fiir das
Mellin-Hauptsymbol (siehe [L2], Definition 1.1.4) von A, gilt

522N ) (&p) (2) == 22: A (y) (0) 2*

- N(lp)2 ((Z+N(p)_%)2+0a_;>'

g22N ) (510) (2) ist genau dann invertierbar, wenn

1\? g )
(2+N(p)—§> §Zspec<—a—¢2):{k|k62},
also genau dann, wenn

z+N(p)—%¢Z.

Die Menge
R := {z € F%—QN(p),% g 22N (P) <ﬁp> (z) ist nicht invertierbar}
mit

l.w:={2€Clc<Rez<(}
enthélt genau 2N (p) — 1 Elemente.
1.3.2 Definition: Wir definieren To22N0) (A,) (20), 20 € R wie folgt (vgl.
Definition 1.3.4 aus [L2]). Wenn

sz

Z RZO,k (Z . ZO)—(k-l-l)
k=0

SO
der Hauptteil der Laurent-Entwicklung von (0272]\[ (®) (Ap>> um z, ist,

dann ist

T: EZBOLQ (Sl) — EZBOLQ (51) ,
1=0 1=0

(Tf), = Z R ko fi—i
k=l

ein Operator von endlichem Rang. Wir setzen

TUQ,QN(p)(zp) (Zo) := rank (T) .
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Mit diesem so definierten r_, .y, (3) (20) gilt nun geméaf [L2], Korol-
lar 1.3.17

dim (@ <ﬁp,maz) /D (ﬁpmm» = Ty22Nw)(A,) (20) -
R

zZ0€

Weiterhin ergibt sich aus [L2], Note 4.1.3 und den Formeln (1.3.1) und
(1.3.2)

i (D (By) 1 (D)) = vk (05
o (3) 0 (3) =20 (3,).

Es bleibt To22NG)(A,) (z0) fiir zg € R zu berechnen.
Es gilt

522N () (3})) (2)

__N(lp)2 ((z—i—N(p)—%)Q—<ZO+N(p)—%)2>@ P,

~~ ~ ) %/_/
operiert auf dem Eigenraum zum Eigenwert (zoJrN(p)*%)2 bzgl. *% invertierbar bei z—zo
1
“NpE T AN D )0 = f () O P
p

Falls zg # N (p) — % ist, gilt

1 N (p)°

fu(2) (142N (p) — 220) (z—20)"
N (p)°
T T aN () 20) +0(z— =),
_ N (p)°
RZO,O - (_1 + 2N (p) _ 220) @ 0
N(p)® "

> zum Eigenwert

folgt, wobei ( auf dem FEigenraum von —572

—142N(p)—220)

(zo + N (p) — %)2 operiert. Es gilt m,, = 0 und

T:L*(SY) — L*(S'),
N(p)? ..
i crnE ] fir f € B
0 fiir fJ_E(

(Zo-&-N(P)—%)Q’

2
Zo+N(P)—%) ’
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woraus

TO-Q,QN(;))(EP) (Zo) =rankT =2

folgt. F steht fiir den Eigenraum von —8‘9—:2 zum Eigenwert .
Im Fall zo = N (p) — 5 gilt
1 2
20 (2) = z—2z9)".
Fu(#) = 7 (= )

Daraus erhalten wir m,, = 1, R, 0 =0, R.,1 = N (p)” und

T:L12(SY) — L*(8Y)?,
(for f1) = N (9) (fu, fo) -

Auch in diesem Fall gilt also

T02,2N(p)(£p) (Zo) =rankT = 2.
Zusammenfassend erhalten wir nun das folgende Theorem.
1.3.3 Theorem: Fiir die Defektindizes von A gilt

ne (8) = (2N (p) - 1).

pEX

1.3.4 Bemerkung: Es ist zu beachten, dal hebbare Singularitdten (also
Singularitéten der Multiplizitét 1) sich auf die Defektindizes des Laplace-
operators auswirken. Jede solche Singularitit erhoht die Defektindizes um 1.

Daher ist es entscheidend, ob man in der Definition von S hebbare Singu-
laritdten bei Punkten mit glatter Metrik als Singularitdten betrachtet oder
nicht. Das kann etwa bei Auflosungen algebraischer Kurven relevant sein,
wenn man entscheiden muf, ob die Urbilder von Mehrfachpunkten unter der
desingularisierenden Abbildung als Singularitdten betrachtet werden oder
nicht.

Der Laplaceoperator ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn S
vollsténdig ist, also falls keine Singularitéten (auch keine hebbaren) auftre-
ten.
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1.4 Zugrundeliegende Ergebnisse

Es sollen einige Ergebnisse vorgestellt werden, die fiir die weiteren Uberle-
gungen von Interesse sind. Beweise werden ausgelassen, soweit sie in der je-
weils angegebenen Quelle zu finden sind. Unter anderem handelt es sich um
Resultate aus [BL2| zu Eigenschaften der asymptotischen Entwicklung der
Wiérmeleitungsspur auf algebraischen Kurven. Viele der dort durchgetiihr-
ten Uberlegungen kénnen fiir die Herleitung der Polyakov-Formel auf den
in dieser Arbeit betrachteten Flachen verwendet oder angepafit werden.

Das Singular Asymptotics Lemma (SAL) ist ein wesentliches Resultat
von J. Briining und R. Seeley, das unter geeigneten Voraussetzungen die
asymptotische Entwicklung bestimmter Funktionen liefert. Wir werden es in
Abschnitt 2.4 wieder aufgreifen, um die Asymptotik der Warmeleitungsspur
unter Variation der zugrundeliegenden Metrik herzuleiten.

1.4.1 Singular Asymptotics Lemma (SAL): ([BS1], S. 135) Sei C' der
Sektor

C:={¢ e |arg| <7 —e},
e>0und o : R x C'— C mit folgenden FEigenschaften:

(1) o ist eine in C analytische und in der ersten Variable beliebig oft
differenzierbare Funktion mit in C" analytischen Ableitungen.

(2) o hat eine Entwicklung der Form

oo mg

.I' 5 NI&\HOO Zzaakm fak logf)

k=0 m=0

wobei jedes 04, Im Schwartz—Raum 8 (R) liegt, ay eine diskrete
Menge komplexer Zahlen durchlauft, so daf3

Reap —— —o0
k—o0

gilt und alle my, endlich sind.
Das soll bedeuten, daf es fir x € Ry, £ € C mit [§| >1,0<z < < i

fiir eine Konstante ¢y und nichtnegative ganze Zahlen J K und ]?4

Konstanten Cjk ar gibt, so daB gilt

aK
:EJ&E_K (0 (ZL‘, 5) - Z Z Oay,m gak 1Og §>

Re ap>—M m=0

Crrn €]
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(3) Fiirk € Z,,0 <9 <1, eine Konstante ¢y und £ € C' mit |§| = ¢y gilt

mit

8]

o (@,8) i= 50 (@,€)

x]

die Integrabilitéitsbedingung

11
//sk ‘a(k) (Ist, s€)| dsdt < Cy,
00

mit einer Konstante C},, die weder von 1 noch von £ abhéngt.

Dann gilt fiir z — oo in C die asymptotische Entwicklung

/ (z,22) xw\\gcooz z 7+l k)(0§)5

0

oo myg

—l—Z Z /aak m () (22)™ (log (x2))" dx
k=0 m=0
(log z)™
+ ~O%k O,&—oTsz—l)
—gmmzo (m+1)(—ag — 1)

(0),

wobei es sich bei den beiden letzten Integralen um regularisierte Integrale

im Sinne von [BS1], S. 135ff handelt.

1.4.2 Theorem: ([BL2], Theorem 1.2) Betrachte CP™ mit einer hermite-
schen Metrik h. M sei die Auflosung einer irreduziblen algebraische Kurve
in CP", versehen mit der von h induzierten singuldren Metrik, die wir wie-

derum h nennen wollen. Den singuldren Ort von M bezeichnen
3.

Fiir t > 0 ist der Wérmeleitungsoperator e
se, und es gilt die asymptotische Entwicklung

—tA

trr2an e tA ~i 04 E a]tj Ly g btj Nogt + E g
§>0 >1 PET >0
1<i<L(p)

mit geeigneten Koeffizienten a;, b; und c; (i,p). Es gilt

VOlh M
47

apg =

wir mit

auf Funktionen Spurklas-

p) £9/2N:(0)
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und
bl = 0
sowie

) 3 _ 1
lim (tI'LZ(M) e A _ aot 1) - 6X(2) (M)

t—0+
1 _
DR Z (N: (p) + N; (p) 1_2)-
peEX
1<i<L(p)

X(2) steht fiir die L?-Eulercharakteristik, die durch

Xy (M) :== B0 — 51+ B2
mit
B; == dim (kerA NI (/\j TM)) ,
7 =0,1,2 definiert ist.
Es gibt Beispiele algebraischer Kurven, fiir die by # 0 ist, und es gibt

Beispiele, so daf fiir gewisse p € ¥ und 1 < 1 < L (p) der Koeffizient ¢, (i, p)
nicht verschwindet.

1.4.3 Korollar: Sei S eine kompakte Riemannsche Fléiche, versehen mit
einer degenerierten Metrik g € G (S). Dann ist e *» auf Funktionen Spur-
klasse, und es gilt

trrz(s) e~ tA ~i 0+ Z ajtj_l + Z bjtj_l logt + Z Z ¢ (p) 3/2N(p)

j=0 Jj=1 peEX j=>0

(1.4.1)

mit geeigneten Koeffizienten a;, b; und c¢; (p). Es gilt

vol, S
(Z =
0 4
und
b1 = 0
sowie

1
. A _
tliror}r (trrzsye ™ —apt™) — 6 X (S)

=—» (N@)+N(p ' -2).

peEY



36 1 Grundlagen

Beweis: Dies ist eine direkte Folgerung aus Theorem 1.4.2, da in [BL2] aus-
schliefllich die in Bemerkung 1.2.3 angegebene Struktur der Metrik benutzt
wird und nicht die Tatsache, dafl es sich um die Auflésung algebraischer
Kurven handelt.

1.4.3

1.4.4 Lemma: Sei S eine kompakte Riemannsche Fliche und g € G (S5).
Fiir die Eulercharakteristik von S gilt

X () = x@ (9).

Dabei ist x(2) (S) beziiglich g zu verstehen. Somit erhalten wir, da8 x(s)
unabhédngig von g ist.

Beweis: Wir betrachten zunéchst g mit nur einer Singularitit. Wir be-
trachten eine offene Umgebung U um p. Ohne Einschrinkung diirfen wir
annehmen, dafl U homoomorph zu einer Kreisscheibe gewahlt wurde. Mit
der Mayer—Vietoris—Sequenz ([D], Satz und Definition 8.6, S. 48) erhalten
wir

X (8) =x(S\U)+x(U) —x(5).

Da U homéomorph zu einer Kreisscheibe ist, gilt
x(U) =1
Die Eulercharakteristik von St ist 0. Damit folgt
Y (S) = X (S\U) +1.
Gemif Formel (4.10) und den darauf folgenden aus [BL2] gilt
X (8) = x@ (S\U) + x) (U) = x) (8')
=x(S\U)+ 1

Damit folgt die Behauptung.
Fiir allgemeine g € G (5) folgt die Aussage vollig analog, wenn man

v=\JU,
pEX
als eine Umgebung von ¥ wéahlt, so daf§ jedes U, eine zur Kreisscheibe
homéomorphe Umgebung von p ist, und daf fiir p # ¢
U,NU, =10

gilt. Dann ist namlich y (U) gleich der Anzahl der Zusammenhangskom-
ponenten von U. QU ist homéomorph zur disjunkten Vereinigung endlich
vieler Kopien von S und hat somit Eulercharakteristik 0.

1.4.4
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1.4.5 Lemma: Es sei S eine zusammenhangende kompakte Riemannsche
Fliche, versehen mit einer degenerierten Metrik g € G (S) und singulirem
Ort ¥. Dann gilt

4
) VISP
R W
wobel

0:)\0<)\1§>\2§...

die Eigenwerte von Ag| L*(S) sind.

Beweis: Diese Aussage kann mit dem Satz von Karamata ([Ta], S. 341,
der Satz von Karamata ist ein Korollar aus dem Taubersatz von Hardy und
Littlewood, [Wi], Theorem 20, S. 64 oder [Ta], Theorem 7.11, S. 339) aus
Korollar 1.4.3 gefolgert werden. Sie ist auch in [L2], Korollar 2.4.3 nachzu-
lesen.

Es ist zu beachten, dal S zusammenhéngend angenommen wurde. Da-

her ist S zusammenhéngend, so dafl der Kern des Laplaceoperators auf
Funktionen eindimensional ist.

1.4.5

1.4.6 Satz: ([BL2], Lemma 2.3) Sei S eine kompakte Riemannsche Fliche
mit Metrik g € G (S). Wir betrachten

Zs = {z € C\ {0} |argz| < 6}, 0<5<g

und ¢ € C§° (S) Dann existieren fiir k € IN, k > 3 asymptotische Ent-

wicklungen

—k > r _ .
trrzcs) ¢ (A + 2°) el E By (k; ) 2° 25+k)
zeLs R
Jj=0

und
trrz(s) pe " ~isoy Z B} (p) /",
§=0

Mit
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Bl (o) = [ Bl (5) e () dvol ().

wobei

B (p) = %B; (k:p)

gilt, sind B (k;p) und B (p) glatte Funktionen in p.

Diese Uberlegungen werden wir spéter in Abschnitt 2.1 benutzen, um
die Asymptotik von

trr2(s,g) (Ve )

herzuleiten, die wiederum fiir die Berechnung der Polyakov—Formel ge-
braucht wird, da % det A, bis auf einen skalaren Faktor dem konstanten
Term von

s (v( = £,))

entspricht, wie wir in Satz 2.4.2 zeigen werden.

Das folgende Lemma ist einer Arbeit von J. Briining und M. Lesch ent-
nommen, die derzeit in Vorbereitung ist.

1.4.7 Lemma: Sei T ein abgeschlossener Operator in einem Hilbertraum
H. Es seien f € H und eine Folge (f,),cw C D (T') gegeben, so daB (f,), e
schwach gegen f konvergiert und ||T'f,||; gleichméBig beschrénkt ist. Dann
gilt f € D(T), und (T'f,) konvergiert schwach gegen T f .

nelN
Beweis: Fiir alle g € D (T™) gilt

D (T*) C H liegt dicht. (T'fy), o ist also in einem dichten Unterraum von
H schwach konvergent. Wegen

(. T"0)l = 1 [(Tfn)r] < C -l
mit einer von n und g unabhéngigen Konstante C' kann das Funktional

G:D(T") - R
g (£, T°9)y
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durch Stetigkeit auf ganz H fortgesetzt werden. Aufgrund des Satzes von
Riesz gibt es ein h € H, so daf fiir alle g € H

G(g) = (h9)y
gilt. Fiir alle g € D (T*) gilt

G9)=(hg)y=(T"9)y-

Da T abgeschlossen ist, gilt 7** = T, woraus wir f € D(T) und T'f = h
erhalten.

1.4.7

1.4.8 Lemma: Sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension m. P sei ein positiver selbstadjungierter elliptischer Differential-
operator auf M der Ordnung d > 0. () sei ein Differentialoperator auf M der

Ordnung a. Fiir z € Zs, Zs wie in Satz 1.4.6 und n € IN, n > ™4 begeich-

nen wir den Integralkern von (P + 2%)"" mit K, (z,y,2), , y € M. Dann
ist QK,, (z,y,2) der Integralkern von Q (P + 2z2)™", wobei hier Q) auf der
ersten Variable von K, operiert. QK, (z,v, z)]x:y hat eine asymptotische
Entwicklung der Form

k—m—a )
d

—2(n+
QKn (x7y7z)|m:y N‘Z!E_g;o %ak (‘T)Z (

mit geeigneten Koeffizienten ay, (x), die von m, n, P und () abhéngen. Fiir
ungerade k + a gilt ay, (z) = 0.

Beweis: Dieses Lemma kann bewiesen werden wie [Gi], Lemma 1.7.7.
1.4.8

Eine direkte Folgerung aus Lemma 1.4.8 ist das folgende Korollar.

1.4.9 Korollar: Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.4.8 gilt

tr (Q (P+ 22)_n> T E ay L2(n )
2€2s
0

k=

mit geeigneten Koeffizienten ay, die von m, n, P und () abhingen. Fiir
ungerade k + a gilt a, = 0.

1.4.10 Lemma: Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Es sei k € Z
und f € HF , (M)NC° (M) eine stetige Funktion im lokalen Sobolev—Raum
der Ordnung k. Dann gilt e/ € HF (M).

loc



40 1 Grundlagen

1.4.11 Bemerkung: Eine Einfithrung in die Theorie der Sobolev-Raume
findet man in [Ta], Kapitel 1.

Beweis von Lemma 1.4.10: Sei P € Diff; (M) ein Differentialoperator
der Ordnung < k. Dann gilt

Pe! =(Qf) ¢

mit einem geeigneten Differentialoperator @) € Diff <, (M). Wegen der Ste-
tigkeit von f erhalten wir e/ € C°(M). Aus f € Hf_ (M) folgt Qf €
L}, (M). Zusammen gilt Pe/ € L? (M). Daraus folgt die Behauptung.

loc



2 Die Polyakov—Formel

In [OPS] wird die (-regularisierte Determinante des Laplaceoperators auf
geschlossenen Riemannschen Fldchen mit glatter Riemannscher Metrik de-
finiert. Anschliefend wird untersucht, in welcher Form konforme Variatio-
nen der Metrik der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit diese Determinante
transformieren. Das Ergebnis geht auf [P1] und [P2] zuriick. Wir wollen
diese Betrachtungen auf die in Abschnitt 1.2 eingefiihrten degenerierten
Metriken verallgemeinern.

In diesem Kapitel sei grundsétzlich S eine zusammenhéngende geschlos-
sene Riemannsche Flédche, versehen mit einer degenerierten Metrik g €
G (S). Der singulédre Ort von (S, g) wird mit ¥ bezeichnet.

2.1 Lokale Betrachtungen einzelner Singula-
ritdten

Analog zu [BL2|, Abschnitt 2 zerlegen wir S in

S =: Sl uU 5
wobei 57 eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand
W .= 851

und U eine offene Umgebung von ¥ ist. Gegebenenfalls nach Verkleinerung
von U nimmt gemif Bemerkung 1.2.3 die Metrik g auf einer Zusammen-
hangskomponente U, von U in Polarkoordinaten

(z,9) € (0,¢) x S*
die Gestalt
g(z,9) = a? (mﬁ, 19> dz® + 3° (xﬁ, 19) N (p)® 2*dv*
an. Mit

a(z,v)=a <$ﬁ,19> und 3(z,0) =0 (mﬁ,ﬁ)
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gilt

a=p

(vgl. Bemerkung 1.2.3) und der Laplaceoperator auf Funktionen stellt sich
in diesen Koordinaten dar als

N\ DB D o o (L DA D
Bo=-(85) 5% g~ N e (@B) 55 500
i(# 10 1
a2 x> xdxr N (p)a209?)’
als Operator auf C5° ((0,¢) x S') im Hilbertraum

L2 (m x SY, N (p) 2 dz dﬁ) .

Wir unterscheiden hier bewuft zwischen & und B, da fiir die folgenden
Uberlegungen die Gleichheit dieser beiden Funktionen nicht notwendig ist,
und die Argumentation so in groflerer Allgemeinheit durchgefiihrt werden
kann.

Mit der unitdren Transformation

O L* (Ry x S') — L (]R+ x SU, N (p) 23 dx d19> ,
.
[ (N ()aaB) " s
erhalten wir den Operator
7= 0T A,
der auf C5° ((0,),C> (S')) operiert. Gemi$ [BL2], S. 28f gilt

92
=5+ X At R
wobei X die Multiplikation mit der Koordinatenfunktion =z,
o 1 0? 1
und

2
R.=) _U;CLU;

4,j=0
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mit
U() = idL2(51),
Uy =U,(7) = QX1 (A +1)2,
)

Uy = U =Q7—
2 2(7) O

bezeichnet. € ist die Multiplikation mit _F5. v = (N (p)) ist eine positive
Zahl. Cf; sind geeignete operatorwertige Funktionen in

C?([0,¢),L (L*(SY))) -

In [BL2|, Abschnitt 3 wird gezeigt, daBB R. — gegebenenfalls nach Ver-
kleinerung von € — mittels einer geeigneten Abschneidefunktion zu einem
Operator im Hilbertraum

3= 17 (R, I* (S"))
mit Definitionsbereich

(M G5 ((0,00) , D (A5))

k>1

fortgesetzt werden kann. Diese Fortsetzung heifit wiederum R., und wir
bezeichnen die zugehorige Fortsetzung von 7. wieder mit 7.. Sei U fiir s €
0, 1] durch

Usv (x) := 20 (sx)

definiert. Dann fithren wir die skalierte Familie 7. 5, s € [0, 1] als die Fried-
richsfortsetzung von

Tes = S2U57'6U$*

in H ein. Fiir z € Zs, mit Z5 wie in Satz 1.4.6 und k£ € IN setzen wir

k

GE (2) = (T +2°) . (2.1.1)

Wie in [BL2], S. 34 gezeigt wird, hat G% () fiir & > 3 und z, y > 0 einen
stetigen Integralkern

G’;ys (z2,y) € Cy (L*(SY)) , (2.1.2)
und es gilt fiir s > 0

G];,l (’27 Z, y) = SQkilGlg,s (SZ; ga g) .

S S
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C (L* (S")) bezeichnet die Spurklasseoperatoren auf L? (S'). Geméf [BL2],
Formel (2.38) hat tryzsy GF () (2V®);1,1) fiir 2 € Zs/ng), © € Ry eine
asymptotische Entwicklung der Form

troaen) G v (2V751,1) g D () NPETE (2.1.3)
Ol

Diese Uberlegungen werden in Abschnitt 2.4 zur Herleitung der Polyakov—
Formel wieder aufgegriffen werden. Unter anderem werden wir sie benutzen,
um die Anwendbarkeit des SAL auf eine fiir die weiteren Uberlegungen
wesentliche Funktion zu zeigen.

2.2 Die (-regularisierte Determinante des
Laplaceoperators

Wir kehren nun zuriick zur Betrachtung von ganz S. Wie in Lemma 1.4.5
bezeichnen wir mit

O= X <A < < ...

die Eigenwerte von A, als Operator auf Funktionen.
Wegen Lemma 1.4.5 gilt fiir ein komplexes s mit Res > 1, daf

C(s):= Z Aj®

j>1

existiert und holomorph ist. Wir erhalten

C(s) =) N

j>1

1
[ (s)

(2.2.1)
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f steht fiir den Mittelungsoperator

1
frf= vol, S /fdvolg
S

firx f € L'(S). f ist ein Integraloperator mit konstantem Integralkern
(vol, $)~" und hat Spur 1. Die dritte Gleichheit in Formel (2.2.1) begriindet
sich dadurch, daf§ fiir s € R der Integrationsterm nichtnegativ ist, woraus
mit dem Satz von Beppo-Levi folgt, dal Summenbildung und Integral ver-
tauschen. Aufgrund des Identitétssatzes folgt die Vertauschbarkeit dann
auch fiir alle anderen s, weil

/ trpacgy e S — 1) ¢°dt (2.2.2)
0
holomorph ist, was sich wie folgt begriindet. Es gilt

(trLz(S) eitA — 1) tsil dt

&l

|(trL2(S) OS_tA — ].) ts_l logt} dt

(trray e ™™ — 1)tR* ! log t| dt

I
0\8 0\8 0\8

>0
1 oY)
< - / (trregs) e ™ — 1) R logtdt + / (trregs) e ™ — 1) thesdt
0 1

ﬁ,_/
0 beschrankt

:—/(trL2(S) e 1)t logt dt

o0

+ / (trrey e ™™ — 1) t7%dt < oo
1

geméf Formel (2.2.1). Weiterhin gilt fir s € C, Res € (sg — ¢, 50 +€),
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. (]1[0,1) (t) £ sup £ logt| 4+ 1y o0 (t) t50+5> c L' (Ry).
Daraus folgt mit [Fo3], S. 99, Satz 2 die Holomorphie des Ausdrucks in

Formel (2.2.2).
Gemaf [BL2], Formel (2.7) gilt mit Lemma 1.4.5 fiir n > 3 und Res > n

(n —1 S) C(s) = s /Z”_l_s tr (A +2) " dz 4 C (s)
T
1

n—1

mit einer ganzen Funktion Z . Daraus kann man [BL2], Lemma 2.1 folgern,
das in Verbindung mit [BL2], Formel (2.22) besagt, da ¢ meromorph auf
C fortgesetzt werden kann.

2.2.1 Satz: ( ist bei 0 analytisch.
Beweis: Da A ein elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung ist, ist
der zugehorige Wirmeleitungsoperator e *2 fiir positive ¢t ein Gliattungs-

operator mit C*°~Integralkern e~ (., .).
Fiir Res > 1 und beliebig grofies L gilt geméf Formel (2.2.1) und Ko-

rollar 1.4.3
0/

trrzs) ( — ) tde

1

trrzs) (67 — f) ts—ldt+/trL2(S) (e — f) o at
0

L
trre( S) A _ JC) sl dt + Z S—I—(E—J—l
7=0

\8 '—‘\8

L

gD e

Jj=
1

+ / 5 () dt

0

1
Zzs+]/2N s

S+j PEXy

(2.2.3)
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mit
fert (o), f@)=0("

fiir hinreichend grofles E, das von L abhéngt. Auch f héngt von L ab.
1

/ts—lf (t)dt

0
existiert und ist geméf [Fo3|, S. 99, Satz 2 analytisch, weil

t=logt f (t) € L' ([0,1]).

Mit Lemma 1.4.5 und geeigneten Konstanten ', Cs, sowie a =
fiir jedes s € C

vo41;r S gﬂt

/trLQ(S) (GitA — f) tsildt
1

o0 o0
= / > et
j=1

Z eft)\j tRe S*ldt

J=1

IA
»—A\g =

(o olNe ]

< Cvl//e—taxdx tReS_ldt
1 Co
[ee)

= /tReS_Qle_CQO‘tdt < 0.

o
1
Daher ist
(o)

/trL2(S) (e_tA - f) ts_ldt

1

eine ganze Funktion. Deshalb ist der letzte Ausdruck von Formel (2.2.3)
insbesondere fiir diejenigen s € C definiert, fiir die keiner der Nenner ver-

schwindet. ( ist aufgrund der meromorphen Fortsetzbarkeit bei allen solchen
s holomorph. Es gilt

lim ( (s) = a1 + Y alp)-1eC.
PEXy
Daher ist ¢ bei s = 0 analytisch.
2.2.1
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2.2.2 Bemerkung: Im Beweis von Satz 2.2.1 wurde implizit auch gezeigt,
daBl ¢ meromorph auf C fortsetzbar ist.

2.2.3 Definition: Die (—regularisierte Determinante von A wird durch
det A ;= ¢ ¢'©

definiert. Wegen Satz 2.2.1 ist diese Definition sinnvoll.

2.3 Variation der Metrik

Sei ¢ € C*(S) gegeben. Durch ¢ wird auf S (oder priziser auf T'S, dem
Tangentialbiindel von S) eine neue Metrik g, durch

9o = €*%g

induziert. Aus Lemma 1.2.4 folgt
g, €G(9). (2.3.1)

Wenn wir iiber die Variation der Metrik ¢ = gy sprechen, beziehen sich
Ausdriicke mit einem Index 0 grundsétzlich auf die Metrik g. Wenn g,
gemeint ist, stellen wir den Index ¢ bei. Bei metrikabhéngigen Ausdriicken,
in denen nur eine Metrik auftritt und die sowohl fiir ¢ als auch fiir g, richtig
sind, wird der entsprechende Index weggelassen.

Fir+=0,1,2 sei w; € C* (/\Z T*S) eine glatte i—Form auf S. Dann
transformiert sich der Hodgeoperator wie folgt:
*pWo = e g wo, (2.3.2)
koW1 = *o Wi,

* oWy = e~ %y wo.
Demnach gilt
dvol, = x,1 = * %, 1 = ¢** dvoly . (2.3.3)

Da es auf % eine eindeutige ideale Randbedingung D der dufleren Ableitung
d gibt, also

dmax = dmzn

gilt, wie Definition und Theorem 1.2.9 aussagt, ist D unabhéingig von der
zugrundeliegenden Metrik. Es ergibt sich fiir den Laplaceoperator auf Funk-
tionen

A, =—x,Dx,D=—exDxyD=ec A, (2.3.4)
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GemiB [KW], Formel (1.3), S. 15 transformiert sich bei Ubergang von gq

zu g, die Kriimmung von .S durch
Ktp = 6724'0 (Kg + AogO) . (235)

Zwar liegt ¢ im allgemeinen nicht in D (A,), wegen der Glattheit von ¢ kann
aber A als lokaler Operator auf ¢ angewandt werden. Die Multiplizitédten
sind gemaB Lemma 1.2.4 invariant unter konformer Variation von ¢ mit €2,
da €% wegen der Kompaktheit von S von 0 weg beschriinkt ist.

2.3.1 Bemerkung: Die Formeln (2.3.2) bis (2.3.3) sowie Formel (2.3.5)
gelten auch fiir p € C* (§> , da es sich um lokale Ausdriicke auf g’ handelt.

o

Formel (2.3.4) kann fiir ¢ € C*> (S ) folgendermafen abgewandelt werden:
Fiir f € C° (S) gilt

A f = e *PA,f.
Diese Anderung ist notwendig, weil e~2% im allgemeinen keine L? (S)-Funk-
tion ist. Falls aber e72¢ € L?(9) gilt, so ist Formel (2.3.4) auch in diesem

Fall richtig.

2.3.2 Satz: Flir positives t € R und ¢ € C* (S) gilt

d_ trLz(Svgw) (6_tAw+gw) =2t trLQ(Sagqo) (wA@e_tAtp) :
€ e=0

Beweis: Wir bezeichnen den Laplaceoperator beziiglich der von ¢ + v
induzierten Metrik e2(**+=¥)g mit A.. Dann gilt

A= e 2VA,

Folglich ist

Mit
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gilt

d
—+ A, ) H.(t)=0.
(G ) 0
Wir erhalten mit dem Satz von Schwarz

d ((i + AE) H., (@) DL (1)~ 20 A (1) + AE%HE ),

T ode \\ dt T dtde
woraus
d d
— )| —H:-(t) | =2¢A.H. (t
(g ) (- 0) =2wacm. 0
folgt. Mit
t
P.(t) := 2/6_(t_S)AE¢A66_$AEds
0
gilt

(% n Aa) P.(t) = 20AH. (1).

Fiir f € L*? (S) gilt daher, daB sowohl u; := P. (¢) f, als auch v, := L H, (t) f

Losungen der inhomogenen Warmeleitungsgleichung

d
(% + AE) Wy = 21/1A€H5 (t) f

Bt
sind. Es gilt vg = 0. Wir wollen zeigen, dal der Operator A. *®¥AZ be-
schriankt ist. Fiir f € ker A, gilt

AZZPAZ f = 0.
Fir f1, ker A, Acf = Af, A >0 gilt

|azeacy

L2(S,9¢)

—\3

A
,[l)f Lz(svg#?)
< (VD8] + 1950 ) 11l z2(5.,

< (W2 1D¥l g + 180 ) 1S s
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wobei A; den kleinsten nicht verschwindenden Eigenwert von A.|L*(S)
bezeichnet. Wir erhalten

_1 1
farioas

LQ(SagSO)

=HA§wAE%

L%(S.9,)
<A DYl o + 1]l oo < 00
Damit gilt fiir f € L? (S)

1P () fll 25 g,

t

1 1
§2/ e IR Y ANZAZe™5Ax f ds
L2(S,9,)
0
t
1 1 1 1
<2 / e (= NZ AT YA Az ds
0 L2(8,9,) L2(S,9¢)
t
I oA 11 1A
gz/ AZe~(t=94 AZFyas NS ds
0 L2(Svg<ﬁ) LQ(Svg#’) L2(Svg¢)
t
_1 _ 1 1
< (W10l ol ) e [ (= 5755 s
0
_1
=™ (A2 1DW e + 196l ) 1 25,
Daher ist P. (t) beschrankt. Fiir f € D (A.) gilt
1P () fll L2(5.9,)
t
—sAc
<2 [l e Bt
0
<2 Y] oo [[Ac fll 22059,
Daher gilt
1 1P (6) 7l .0 = 0 (230

Da D (A.) C L*(S) dicht liegt, folgt zusammen mit der Beschrénktheit von
P. (t), daB Formel (2.3.6) fiir alle f € L?(S) erfiillt ist. Daraus erhalten wir
ug = 0. Daher ist

Wt ‘= U — V¢
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eine Losung der homogenen Wérmeleitungsgleichung

d
A ) w =0
(e o=

und es gilt wy = 0. Es gilt
d 2
It HthLZ(S,gw) = (_Aswt;wt>4p (wy, —A wt)

= _2 (Aewhwt)@ S 07

weil A, ein positiver Operator ist. Folglich ist ||w| ;2 (g, ) monoton fallend
beziiglich t. Wegen wy = 0 erhalten wir w; = 0 fiir alle t > 0. Daher gilt

—H. (t) = P.(t).
Daraus folgt mit [Fo2], S. 84, Satz 2 und dem Satz von Fubini

d d
% i trLQ(S,gw) Ha (t) = trL2(S,g¢) <%

)

:trLQ(S,g(p) 2/6_(t_s)A(‘OZZ)A¢€_SA“’dS
0

t
= 2/trL2(Sg ) (e_(t_s)A¢’¢A<pe_SA¢) ds

2/trLz 5,94 ) ¢A¢€_tA )dS
0
=2t trLQ(S,ng) (’(ﬂAwe—tAW) .

Die vorletzte Gleichheit folgt aus [RS1], Theorem 6.25, da e~=*)%% fiir s < ¢
beschriinkt und A e 2% fiir s > 0 aufgrund von Lemma 1.4.5 Spurklasse
ist. Wenn néamlich

O0=X <A <A <

die Eigenwerte von A,| L? (S) bezeichnen, gilt mit Konstanten Cy, Cy sowie
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4m
volg S

[vAgeme] < 0l [[Ape™2 |,

oo
= Y]l Y die™
=0

oo

< il [ awe s
Co

14+ Chas _
= C1 ¥l a—sje €208 < o0,

|| . |l,, bezeichnet die Spurnorm.
2.3.2

2.3.3 Lemma: Fiir alle p € S und t > 0 gilt fiir den Integralkern von

o—tA _ f

e—tA (

_ > (.
D, D) e

Beweis: Sei (¢;),-, eine Orthonormalbasis von L? (S) aus Eigenfunktionen
von A, so daff eq konstant ist. Dann gilt

fe = ep fiiri =0,
1 0 sonst

und

eftA (

€o) = €o,
(e (e,) 6)) o0 fir i> 1 (2.3.7)
Fiir 7 #£ j gilt
(72 (e) ;) = 0.
Daher ist e * — § ein positiver selbstadjungierter Operator. Mit

)\iei = (eitA — JC) €;

gilt \; > 0 und
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woraus folgt, dafl der Integralkern auf der Diagonale nichtnegativ ist,

—tA
e 2 (z,x) VolS Z/\ le; (x

2.3.3

Sei s € € mit Res > 1 und sei ¢ € C*(5). Dann gilt mit den For-

meln (2.2.1) und (2.3.7), Satz 2.3.2 sowie [Fo3], S. 99, Satz 2 und Korol-
lar 1.4.3

506 W) = 775 / o (s 1 = 1) )1
2 [ t s
- F (S) O/trLz(S’g*") (wASOB_ A(‘a)t dt
2 [/d L )
- T O/ <EUL2(S’9“’) <¢ <e A —f¢>>)tdt 59
2 (e}

_ ) —tA, s
L (v £)) ]

tA<p . s—1
F(S) /trLQ(Sgw JEcp)) st dt
0

2s Vi _ s—
= s>/ s (0 (74 = £,) ) 0
0

N T

=
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was mit Lemma 2.3.3 aufgrund von

trLQ(S,gg;) <w <€7tA“’ — fcp)) tsil

[e.9]

/
< 7 / Y () (e‘m*” (:v,x)—voli 5
0 S ~

0o ) ] N
<ol [ [ (e @) - 5 ) o
%)
0 S

= ’W”Loo /trLQ(S,g(P) <€_tA“" _ f@) fRes—1 gy

0
=[]l o T (Re ) G (Re s)

existiert. % ist als Frechet—Ableitung zu verstehen,

dt

> t*~ ! dvoly, (z) dt

J/

>0

(2.3.9)

dvol, (x) dt

Cgo—i—ew (5> :

e=0
Die letzte Gleichheit in Formel (2.3.9) kann man mit Hilfe von Formel (2.2.1)
sehen. Dafl der Term

—% trr2(s,q,) <¢ (6‘”“” - f¢,>) t

in Formel (2.3.8) verschwindet, begriindet sich wie folgt. Fiir t — oo gilt
wegen Lemma 1.4.5

trLQ(S,gw) (w <€7tA‘p — f@)) t* — 0,

weil mit von ¢ unabhéngigen Konstanten C, C5 sowie o =

i (8 (e £ )

< [l e £ €70 — f

(0.9]
= ll e tR00 Y e
i=1

o

t=0

4
vol

7; 5 gilt

o)

tr

e e}

S Cl ||77Z)||Loo tRes/e—atmdl,
Co

1
— Cl H1/1||Loo tRes—l_e—Cgat 0.
«

t—o00
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Fiir t — 0 gilt mit Korollar 1.4.3 wegen Re s > 1 analog der Argumentation
von Formel (2.3.9)

i (8 (-1

<Nl oo [trr2(5,9,) €727 = 1|75 = O (£7¢*71) — 0.

Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen, dafl %@ (s) () meromorph auf
ganz C fortgesetzt werden kann.

2.4 Herleitung der Polyakov—Formel

Wir betrachten zunéchst eine Metrik g mit nur einer Singularitét der Mul-
tiplizitdt NV bei p. Wir betrachten U, wie auf S. 41.

Sei pp € C§°(R) mit g = 1 in einer Umgebung von 0. In den Lemma-
ta 2.5, 2.6 und 2.7 von [BL2] wird gezeigt, daf sich fir k£ > 3 das Singular
Asymptotics Lemma 1.4.1 auf die Funktion

F(y. Q) = Nyl (y) trragsr (GLyw (¢V51,1))

y € Ry, ¢ € Zs/n, Zs/n wie in Satz 1.4.6, anwenden 148t. Dabei ist G’;yN
wie in Formel (2.1.1) zu verstehen. Mit ¢ € C*° () sind sowohl ¢ als auch
alle seine Ableitungen beschrinkt. Alle Voraussetzungen des SAL aufler
Bedingung 2 fiir die Funktion

F @, Q) == Ny (yV) trpegeny (¥ (v, ) G5 v (Vi 1,1))

folgen aus dieser Eigenschaft, wenn man beriicksichtigt, daf§ die Anwend-
barkeit des SAL auf f bereits gezeigt ist. Wegen der Wohldefiniertheit von
8% (y,¢) gilt namlich

9 ~
a—yf(y,é) =N (2kN — 1)y 2p (y™) traeeny (v (Y, ) GE v (CV:1,1))

0
+Ny2kN—1 (8_y’u (yN)) trrz(sny (¢ (ZJN, ) G’l;yzv (CNQ L 1))

0
L NyHNL, (yN) 251 <(a_y¢ (yN7 )) G’;yN (<N; 1, 1)>
0
+Ny2kN_1H’ (yN) ‘tI‘LQ(Sl) <w (yN, ) a_yG];yN (CN’ 17 ]‘)) :

Sowohl v, als auch %w sind glatt und beschrénkt. Daher ist %f(y, ¢) wohl-
definiert und analytisch in C'. Entsprechendes gilt fiir hohere Ableitungen.
Bedingung 1 des SAL wird somit von f erfiillt. Wegen der Beschrénktheit
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von 1 und aller seiner Ableitungen gibt es zu k € Z, Konstanten 6’n, die
nicht von ¢ und ¢ abhéngt, so daf§ fiir 0 < ¥ < 1, eine Konstante ¢y und
¢ € C mit |[(]| = ¢ gilt

[]

k

70 (9st, sg)‘dsdt e // 5| F® (9st, 5¢)| ds dt
n=0

@ C,

n=0

IN

mit C),, wie im SAL. Daher erfiillt ]7 die dritte Bedingung des SAL. Zum
Beweis von Bedingung 2 orientieren wir uns am Beweis von [BS2], Theo-
rem 4.3. Entsprechend der dortigen Argumentation kénnen wir fiir beliebig
grofles L und k > 3

YD b (0 (57, ) GE v (¢N51,1))
=gV e (0 (5, ) Kby (CVi1,1)) +0 (I 7)

mit einer geeigneten und von L abhéngigen Parametrix K l.’ny (CN i1, 1) €
C1 (L? (S1)) schliefen. C; (L? (S')) steht fiir die Spurklasseoperatoren auf
L?(S'). Entsprechendes gilt auch fiir alle Ableitungen 2 f (y,¢), j € IN,
wie in [BS2] ausgefithrt wird. Wie aus [BS2] ersichtlich ist, 1st die Parametrix
KF v (¢V;1,1) von der Gestalt Q (P + CQN)_k wobei P und @ Differential-
operatoren sind, ord P = 2 gilt, ord ) gerade und kleiner oder gleich g ist

und P positiv, selbstadjungiert und elliptisch ist. Daher folgt aus Korol-
lar 1.4.9, daf

iz (6 (0™, ) K (€511)) = trizgon (8 (0, ) @ (P4 ¢) ™)

fir |[(] — o0, ¢ € Zs/n, Zs/n wie in Satz 1.4.6, eine asymptotische Entwick-
lung der Form

trpzst) (@D (yN, .)Kny (§N7 1, 1 ~ ] o Zal (2N(=1-K)

C€Z5/N

besitzt. Daraus folgt die Existenz einer Asymptotik

[e.9]

trragsn (¥ (N, ) GE v (CVi1,1)) ~ e > ar (1) (y) (NOTR)

=0
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analog zu Formel (2.1.3). Folglich 148t sich das SAL auf f anwenden, falls k
grofl genug gewéhlt wurde. Entsprechend [BL2], Theorem 2.8 existiert mit
n>1und v € C§°(—¢,¢), v = 1 in einer Umgebung von 0 fiir z € Z;,
z — oo eine asymptotische Entwicklung

0 1
trisg (0 (A+23) ") ~ese SO AL (1) (0) 2% (log 2)'

j=0 1=0

—. Za;ﬂ (’l/]) 2 2j—2n + Zbr 2 2j—2n IOgZ + ZCS (QZ]) Z—j/N—2n

=0 j=0
mit

@) w) = [0 @) (o*) do (2.4.1)
’ 1 aQ(j—l)N
26 -1 N 9200V | _,

T dtanN-1 gi+2nN-1
/ |+ 2nN — 1)! Qgi+2nN-1
0

bj () =

f (@) dr. (2.4.2)

Die letzten beiden Integrale sind im regularisierten Sinne entsprechend
[BS1], S. 135ff zu verstehen. Gemdf [BL2|, Lemma 2.4 und den darauf
folgenden Uberlegungen gilt

co 1
trr2(sg) <¢ (A + 22 n) e Z Z Al 297" (log 2)'
7=0 [=0
+> B (md (1—v)) 27572 (2.4.3)
=0
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gilt analog zu [BL2], Lemma 2.2

0 1 5;
trrasg) (V) ~ioy YAl ()t (logt)

j=0 1=0
= > a; ()Y b ()t ogt + > ¢; () #/2N

j=20 Jj=1 J=0

mit geeigneten Koeffizienten a; (1), b; () und ¢; (¢). Entsprechend gilt fiir
eine beliebige degenerierte Metrik g € G ()

trLQ(S,g) (weitA) 04 Z a; (’QD) tjil + Z bj (¢) tjil logt

>0 j>1

F30D e (@) (p) 72N

peX j=0

(2.4.4)

mit geeigneten Koeffizienten a; (v), b; (¢)und ¢; (¢) (p).

2.4.1 Satz: In der asymptotischen Entwicklung (2.4.4) gilt

by (w) = 0.

Beweis: In [BL2], Formel (4.7) wird gezeigt, daB fiir den ersten Koeffizien-
ten aus der asymptotischen Entwicklung (2.1.3)

gilt. Da

konstant ist, gilt

trr2csn) (1/) (0, .) Glg’o (CN; 1, 1)) =1 (p) trrz s Glg’o (CN; 1, 1) :

Folglich ist

a1 (¥) (0) = ¢ (p) a1 (0) =0, (2.4.5)
woraus wir analog zu [BL2], Formel (4.13)
b () =0

erhalten.
2.4.1
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2.4.2 Satz: Fiir ¢, v € C*(S) gilt fiir die Frechet—Ableitung der (-
regularisierten Determinante von A, beziiglich ¢ in Richtung v

0
% det Ago ("Lﬂ) = QB,

wobei B den fiir t — 0+ beziiglich t konstanten Term der asymptotischen
Entwicklung von

s (v (7 = £,))

bezeichnet.

Beweis: Analog zu Formel (2.2.3) gilt fiir s € € und hinreichend grofies L

o0 T

L L
a
/tl"m(s,g@ (1/1 (efmw _ fga)) Lt — } : w } : w
= +7 1 o (s+j— 1

0
+ZZ Leg W)L g
pEZ]OS+j/2N s

mit einer ganzen Funktion f. Das impliziert die meromorphe Fortsetzbarkeit
von —Cw( ) (¢) auf ganz C (vgl. Formel (2.3.8)). Es folgt

75 trrz(s.g,) (1/} (e_tAv - JC¢>) t*ldt
0 s=0
=apq1 (V) + Z o0 (V) (p) —
pEXL

Unter Beachtung der Formeln (2.3.8) und (2.4.4) erhalten wir mit dem Satz
von Schwarz
0 d
dpds|,_,

d

COW=g|

e

= <%1 )+ D o0 () w)

peEX

9
Dy

Ce (5) (¥)

= 2 konst. Term von trrz(sg,) (w <€_tA“” - f )) .
24

(2.4.6)

2.4.2
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2.4.3 Satz: Die Kriimmung K, von (S, g) ist Lebesgue—integrierbar. Dar-
iiber hinaus gilt

KO € L (Sag)

.. 2N .
firaller e R, 1 <r < N1 mit

N:=max{N (p)|peX}.

Beweis: Wir betrachten eine Metrik g € G (.59).

Sei p € ¥ mit Multiplizitit N und U, eine Umgebung von p wie auf
S. 41f. Dann gilt auf U, unter Beachtung von Formel (1.2.1)

. 2
g (z,9) =a (xﬁ,19> ,

) 2
gao (x,0) = (xﬁ,él) N2z2,

g12 = g21 =0.

Gemaf [dC2|, S. 56, Formel (10) gilt fiir die zugehorigen Christoffel-Sym-
bole

2
1 0 0 0
k== Mo gy + — a1 — —— i
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fiir 7, j, k = 1, 2. Damit erhalten wir

I}, (z,9) =T5 (xﬁ 19) = N (x%,ﬁ) TN+
Ty (w,0) = = VO (o%.9) (50 nglv ’) R V(o <x}v’0>2>2 .
(a ()x&ﬁ)) (a (a:%,ﬁ )
(@) (e
5 (z,09) = ﬁ(x%’19> )

Mit der Gaufischen Formel ([dC1], S. 178) gilt

0 0
—gu Ko = %Fé - %F% + F%2F%1 + F%2F%2 - F%F%Z - FhF%Q?
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woraus wir

(+#0) (3(s40))
~a(e¥,0) (8 (.9))’ a%ﬁ) (2%,9) (V+ D
() () (0 H9) (59) ()
—a(wh0) (5 (o%.0))" (558) (%.0) o )

(2.4.7)

berechnen kénnen. Wegen «, 5 € C* ([0,¢) x S') und wegen Formel (1.2.2)
diirfen wir — gegebenenfalls nach Verkleinerung von U, — annehmen, dafl

auf U,

1 3
— < < —
2~ @ fs 2
gilt. Weiterhin sind alle Ableitungen von a und 3 auf U, beschrankt. Mit

Formel (1.2.2) gilt
(2a)0.0-(59) 0.0

(0 (e0)) () (4.9) (29) (4
(o) () (9)8 () =0 o)

fir (x,9) € U,. Daher folgt fir (x,9) € U, aus Formel (2.4.7)

und damit

z|~

Ko (2,0) = O (ﬁ—?) . (2.4.8)

Weil K, glatt und damit lokal integrierbar ist, folgt daraus die Integrier-
barkeit auf Uy,. Da S\ U,cx Up kompakt ist, ist Ko auch dort integrierbar.
Folglich ist K auf S im Lebesgueschen Sinne integrierbar.

Ky € L7 (S, g) mit r wie oben folgt nun direkt aus Formel (2.4.8).

2.4.3
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2.4.4 Korollar: Die Kriimmung K, von (S, g,,) ist beziiglich g Lebesgue-
2N

integrierbar und fiirr e R, 1 <r < ST mit

N = max {N (p)|p € £}
gilt

K,eL"(S,9).

Beweis: Da g, € G (S5) gilt und die Multiplizitéten beziiglich ¢ und g,
ibereinstimmen (siche Abschnitt 2.3), folgt die Aussage aus Satz 2.4.3.

2.4.5 Satz: Mit ip € C*°(S) und den Koeffizienten ay (¢), co (¢) (p) aus
Formel (2.4.4) gilt

Beweis: Wir fiihren den Beweis in Analogie zu den Beweisen von [BL2],
Lemma 4.4 und [BL2], Lemma 4.11.
Wir weisen darauf hin, daf8 a; (1) durch Formel (2.4.4) nicht wohldefi-

niert ist. Allerdings wird

ar (V) + Y o (¥) (p)

pEX

durch Formel (2.4.4) eindeutig bestimmt.

Zunichst betrachten wir eine Metrik g mit nur einer Singularitdt der
Multiplizitat N bei p. Der allgemeine Fall folgt entsprechend.

Zuerst wenden wir uns a; (¢) zu. Wegen Formel (2.4.5) la8t sich die-
ser Koeffizient in enger Anlehnung an den Beweis von [BL2], Lemma 4.4
berechnen. Wir erhalten analog zu [BL2], Formel (4.8)

o)

%{% 4 (2) @1 () (x

0

z|~

) dz = 0. (2.4.9)
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Dabei ist das Integral im regularisierten Sinne wie in [BS1], S. 135f zu verste-
hen. 1y 4 steht fiir die charakteristische Funktion von [0, ¢]. Aus [BL2], For-

mel (4.5) wissen wir, daB fiir B] wie in Satz 1.4.6 und p € S

K, (p)
127

gilt. Mit einer Umgebung U von p, wie auf S. 41f und Us C U,
Us = (0,5) X Sl,

Bi (k;p) =

0 > 0, folgt daraus fiir hinreichend kleines ¢

/ (1 - 1,) () - (p) - B} (k: p) dvoly (p)

(2.4.10)
/ ¥ (p) - Ko (p) dvoly (p)

S\Ua

Mit Satz 2.4.3 erhalten wir dann entsprechend [BL2], Formel (4.4) aus den
Formeln (2.4.1) und (2.4.3) zusammen mit den Formeln (2.4.9) und (2.4.10)

o0

a; (¢) = lim / s () ar () (x%) dx

6—0
0

+/<1—nU5><p>-¢< ) B; (k: p) dvoly (p)

= m}sl—r)% / KU dVOlo( )
S\Us
127r /K() dVOlo( )
Nun kommen wir zur Herleitung von ¢q (¢)) (p). Da

¥ (0,.)=v(p)
ist, gilt mit Formel (2.4.2)

— / NEN "V trra gy (v (p) GE o (€V51,1)) d€

= /NS%N ltrLz SI)G (fN,l,l) d¢ = ¢( )007
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wobei ¢y den entsprechenden Koeffizienten der asymptotischen Entwicklung
in Formel (1.4.1) bezeichnet. G% (€~;1,1) ist wie in Formel (2.1.2) zu ver-
stehen. Mit [BL2], Lemma 4.11 erhalten wir nun

co(¥) = (p)eo =1 (p) (N=NT").

2.4.5

2.4.6 Theorem: FEs gilt die Polyakov—Formel

1
logdet A, = — Tor / | D] dvol,
m
s

1
_ —/Ko - ¢ dvoly + log vol, S
om
S

- % e (Np) -Np@™)

peEX

+ log det Ay — log voly S.

Es sei daran erinnert, dafl die Indizes 0 und ¢ jeweils geméfi der Konvention
auf S. 48 zu verstehen sind.

Beweis: Aus Satz 2.4.2 und Satz 2.4.5 folgt mit den Formeln (2.3.3) und
(2.3.5) analog zur Argumentation von [OPS], S. 156

—9 é/Kw-wdvolsa—%Z@b(p) (N () =N@)™)
S

peEX

1
— dvol
VOLPS/w VOl
I

— 7 [ 0+ Bow)dvoly 5 (og vl, ) (v)
S

~ e (V) - N ).

peEX
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Folglich gilt

1 1
logdet A, = —(, (0) = — Tom / |D|2 dvol, —G/KO - dvoly
S S

Flogvol, 5+ £ 30 () (N ()~ N () ) +C,

peEY

wobei C' eine von ¢ unabhéngige Konstante ist. Mit ¢ = 0 sieht man
log det Ay = logvoly S + C.

Damit folgt die Behauptung.
2.4.6



3 Ein Uniformisierungssatz

Der klassische Uniformisierungssatz ([FK]|, S. 195) besagt, dafi nach kon-
former Variation der Metrik die universelle Uberlagerung jeder zusammen-
héngenden orientierten geschlossenen Riemannschen Flédche isometrisch zu
5?2, IR? oder zur hyperbolischen Halbebene H ist. Das impliziert insbesonde-
re, daf sich jede Metrik einer solchen Riemannsche Fldche durch konforme
Variation auf eine Metrik konstanter Kriimmung transformieren 1a8t. Wir
wollen untersuchen, inwiefern sich diese Aussage auf kompakte Riemann-
sche Fliachen S, die eine Metrik g € G (S) tragen verallgemeinern la8t.

Auch hier sei S grundsitzlich eine zusammenhéingende geschlossene Rie-
mannsche Fliche, versehen mit einer degenerierten Metrik g € G (5). Der
singuldre Ort von (S, ¢g) wird mit ¥ bezeichnet.

Ohne Einschrankung diirfen wir voly S = 1 annehmen. Indizes wie 0, ¢
o.4. sind gemafl der Konvention auf S. 48 zu verstehen.

3.1 Uniformisierbarkeit im Fall Cs(g) <0

In [OPS], Kapitel 2 wird ein Funktional F' definiert, das gleich dem unten
definierten Funktional F' im Spezialfall ¥ = () ist. AnschlieBend wird fiir
Flachen vom Geschlecht > 1 gezeigt, daBl F' unter Variation mit glatten
Funktionen ein Minimum bei einer Funktion ¢ annimmt und, daf§ die von
¢ induzierte Metrik g, konstante Kriilmmung hat. Bei der Adaption dieser
Uberlegungen auf degenerierte Metriken aus G (.S) verwenden wir viele Ideen
und Uberlegungen aus [OPS], Kapitel 2.
Wir betrachten das Funktional

F:C>*(9) =R

1
gp»—>§/\Dgp]gdvolo—i-/Ko-(pdvolo
S S

- (X (S) + Z (N (p) — 1)) log vol, (S)

peEX

(vgl. [OPS], Formel (2.1)). Die Eulercharakteristik x (S5) ist unabhéngig
von der zugrundeliegenden Metrik. Die Multiplizitdten N (p) hidngen zwar
von g ab, sind aber invariant unter koformer Variation mit einer glatten
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Funktion (Lemma 1.2.4). Aufgrund von Satz 2.4.3 und der Kompaktheit
von S existiert der zweite Term von F. Wir definieren

Cs(9) ==x(S)+>_ (N(p)—1).

peEX

Cs (g) ist unabhéngig von .
Wie man mit Theorem 2.4.6 sieht, gilt

F () = —6mlogdet A, + WZQO(P) (N (p) — N(p)_l)
s (3.1.1)

+ 7 (6 — Cs (9)) logvol, S + 67 log det Ay — 67 log voly S.

3.1.1 Beispiel: Wir betrachten M C CP? mit k, [ € IN, k > [ und k und
[ relativ prim wie in Beispiel 1.1.4. CP? trage eine hermitesche Metrik h.
Dann gilt

Cy(h)y=x(M)+k—-2=k.
Im Fall der Neillschen Parabel gilt
Cu (h) = 3.
Wir wollen untersuchen ob bzw. unter welchen Bedingungen F' ein Mi-

nimum besitzt. Zunéchst stellen wir einige Hilfsmittel bereit, die wir dafiir
bendétigen werden.

3.1.2 Satz: (vgl. [OPS], Abschnitt 2.1) Falls Cs(g) < 0 ist, dann ist F
konvex. F|ker f  ist in diesem Fall strikt konvex.

Beweis: Wir betrachten a € [0, 1] und ¢, 1p € C* (S). Dann erhalten wir

2
1D (ag+ (1= a)¥)2agsy < (1Dl + (1= ) D125,

< a|Dgll1as, + (1= a) [ DY72s, -
(3.1.2)

Damit ist
2
o= 1D ell2is,

konvex.

g0|—>/K0~g0dv010
S
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ist linear. Mit der Holderschen Ungleichung gilt

log / Hap+(1=0)¥) qyol, < log e?# dvol, / 2 dvol,
5

S
:alog/e“"dvolo—i- (1 —a)log / 2 dvolg .
S

Daher ist die Abbildung

o — —mCs (g) log/eQ" dvoly
S

konvex. Zusammenfassend erhalten wir die Konvexitat von F.
Wenn wir zeigen kénnen, daf fiir 0 < a < 1 und ¢, ¢ € C* (S) Nker §,
mit x := Dy und y := Dy die strikte Ungleichung

2 2 2
laz + (1= ) ylasy) < allalfasy + (0= a) lylias,y — (3:13)

erfiillt ist, dann folgt daraus die strikte Konvexitéit von F|ker f o
Zunéchst nehmen wir ||z 25 ) 7# Yl 125, an. Weil [|z][ 25, > 0 oder

[yl p2(s,4) > 0 sowie a < a2 und (1 —a)® < 1 —a gilt, ist Formel (3.1.3) eine
Folgerung aus Formel (3.1.2).
Wir betrachten nun den Fall ||| 25 = [[Yll 12(s,4)- Wegen

for=tot =
gilt fir p # ¥
r =Dy # Dy =y.
Wir schreiben y = y; + y2 mit y; = Az, —1 < A <1 und ypL,2. Dann gilt
2 2
HZ/2HL2(S,9) = (1 - )‘2) H9’7HL2(S,g)
und
laz + (1 = @) yll72s,)

= llaz + (1 = @)yl 7205, + 11 = @) 2725

=(a+(1—a) )\)2 ||x||iQ(S7g) +(1- G)Q (1 - >\2) ||35||i2(5,g)

= ((a+ 1 =a) A’ + (1= a)* (1= X)) l2ll72(s,)
Weiterhin gilt

2 2 2
alleliagsg) + (1= a) lYllagsg) = 2lL2 ()
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Daher miissen wir zeigen, dafl
(@a+(1-a)))’+(1—-a)(1-2) <1
gilt. Das ist dquivalent zur Gleichung
0<(l—a)(l=2n)),
die wegen a < 1 und A < 1 erfiillt ist.

3.1.2

Analog den Uberlegungen auf S. 41f betrachten wir um einen singuliren

Punkt p € ¥ eine Umgebung U C S mit
U~ (0,¢) x S.
Auf U stellt sich die Metrik g in Polarkoordinaten durch
g(z,9) = & (z,0) da® + 2 (z,9) N>22d>

dar mit a und B wie auf S. 41f. Gegebenenfalls nach Verkleinerung von U
folgt aus Formel (1.2.2), daf es eine Konstante C' > 1 gibt, so da8
1

:<Oé,g<5
C

gilt. Daher ist (U, g) quasiisometrisch zu U, versehen mit der euklidischen
Metrik

ge = da® + 22d*.

Wir betrachten auf S eine Metrik o, die eingeschrénkt auf eine Umgebung
des singulédren Ortes isometrisch zu g, ist. Dann sind ¢ und o zueinander
quasiisometrisch. (S, o) ist eine kompakte Riemannsche Fliche ohne Singu-
laritéten.

3.1.3 Lemma: g, g, mit ¢ € C*(S) und o sind paarweise quasiisome-
trisch.

Beweis: Die Quasiisometrie von g und ¢ wurde bereits gezeigt.

Wegen der Kompaktheit von S ist ¢ und damit auch e*? beschriinkt.
Weiter ist e2¥ wegen der Beschrinktheit von ¢ von 0 weg beschrinkt. Daraus
folgt die Quasiisometrie von g, und g.

Da g quasiisometrisch zu o ist, sind auch g, und o quasiisometrisch.
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3.1.4 Korollar: Fiir festes r > 1 und festes ¢ € C*(S) sind auf S die
L"™-Normen beziiglich der Metriken g, g, und o édquivalent.

Beweis: Dies ist eine direkte Folgerung aus der Quasiisometrie von g, g,
und o, die in Lemma 3.1.3 gezeigt wurde.

3.14

3.1.5 Definition: Mit A, bezeichnen wir den Laplaceoperator auf (S, o).
Wegen der Kompaktheit von S ist A, wesentlich selbstadjungiert (vgl. etwa
Theorem 1.3.3). Den Abschlufl von A, bezeichnen wir wiederum mit A,.

3.1.6 Korollar: Mit h wie in Definition 1.2.1 ergibt sich in einer Umgebung
einer Singularitét analog zu Formel (2.3.3)

dvolg = hdvol,

und entsprechend Formel (2.3.4)

1
A() = EAO—.

3.1.7 Lemma: (vgl. [OPS], Formel (2.16)) Fiir p € C* (.5) gilt

|<K07 90)0| <C H(JOHHl(S,U) :

Dabei ist C' eine Konstante, die nicht von ¢ abhéngt. || .|| 41 (s, bezeichnet
die Sobolev—Norm der Stufe 1 beziiglich o.

Beweis: Geméf Satz 2.4.3 gilt
Ko e L™ (S,9)
fiir ein v, 1 < r < 2. Aufgrund von Korollar 3.1.4 folgt
Kye L"(S,0).
Nun gilt mit der Hélderschen Ungleichung und Korollar 3.1.4

’(K0790)0| < ”KOHLT(S,g) HSDHLQ(S,g)

(3.1.4)
< C1 [ Kollpr(s,0 101l Las,0)
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mit ¢ = 5 und einer von ¢ unabhéngigen Konstante C';. Wegen der Kom-

paktheit von S gilt mit der Sobolev—Ungleichung ([GT], Theorem 7.10)
12l Lase) < Callllwiasoy < Co- Callllms,e (3.1.5)

mit p, 57 q < p < 2 und Konstanten C5 und Cj3, die nicht von ¢ abhéngen.
|- e bezelchnet die LP—Sobolev—Norm der Stufe k. Aus den Formeln
(3.1.4) und (3.1.5) folgt die Behauptung.

3.1.7

3.1.8 Satz: Es gilt die Gaui-Bonnet Formel

/KO dvoly = 27 <X (S)+ Z (N (p) — 1)) =21C5(g).
S

peEY

Beweis: [BL2], Formel (4.12) besagt

lim 2i / Koy dvoly = Xy (S) + 3 (N (p) = 1)

mit Us wie im Beweis von Satz 2.4.5. Geméfl Lemma 1.4.4 gilt x2) = x (5).
Aus Satz 2.4.3 wissen wir Ky € L' (S, g), woraus

(ISH% / KO dVOlO —/KQ dVOlo
S\Us

folgt. Daraus folgt die Behauptung.
3.1.8

3.1.9 Lemma: Fiir die Kriimmung K, beziiglich der von ¢ € C* (S) in-
duzierten Metrik g, = €*¢g gilt

/Kw dvol, = /KO dvoly = 27C5s (g) .
Beweis: Mit Satz 3.1.8 und Formel (2.3.5) gilt
/KW dvol, = /6_2“" (Ko + Agp) €*? dvoly

:/KO dVOlO‘i‘/‘AOSOdVOlO (316)

= /KO dvoly = 27C5 (g) .
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A ist hier als lokaler Operator auf C*° ( S| zu verstehen. Die vorletzte

Gleichheit in Formel (3.1.6) 1a8t sich wie folgt begriinden. Wir zerlegen ¢
in

902900"‘29017

peEY

[¢]

mit ¢y € Cg° (S) und ¢, € C*(S5), das auBlerhalb einer hinreichend

kleinen Umgebung von p verschwindet. Dann gilt

/AQ(,OO dVOlO = (A()(,OQ, 1)0 = (D(,O(], D]‘)O = O
S

Fiir p € ¥ gilt mit Korollar 3.1.6 mit h wie in Definition 1.2.1

1
/A()(pp dvoly = / 7 (Aspp) hdvol, = (Aypp, 1), = (Dyy,, D1), = 0.
S 5

Zusammenfassend erhalten wir

/Aogp dvoly = 0.
S

3.1.9

3.1.10 Satz: (vgl. [OPS], Formel (2.2)) F ist translationsinvariant. Das
bedeutet, daf fiir o € C*(S) und a € R

F(p+a)=F(p)
gilt.

Beweis: Mit Satz 3.1.8 gilt

1
F(p+a) :§/|D<p|gdvolo—l—/Ko-g0dvolo —I—a/KO dvoly
5 S 5

—7C5s (g)log 62‘1/62“" dvol
S

=F (p) + a/Ko dvoly —27aCs (9) = F (¢) .
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Wir werden Satz 3.1.10 spéter benutzen, um zu zeigen, dafl ein Minimum
von F|ker f , auch ein Minimum von £ ist.

3.1.11 Lemma: (vgl. [OPS], Formel (2.18)) Ist Cs (g) < 0, so gibt es Kon-
stanten Cy, Cy > 0 derart, daf fiir alle p € C* (S) mit fo 0=0

Vi, (\F @)+ E+ ) > e
2 ¥ 2 T =)~ Pl (S,0)

gilt.

Beweis: Mit Lemma 3.1.7 wissen wir

‘(K07 90)0| < C3 HSOHHl(S,a)

mit einer von ¢ unabhéngigen Konstante C5. Mit Korollar 3.1.4 wissen wir

105y < Cs (1Dl sy + 191l 25,0

< Cy-Cs (”D@Hﬁ(s,g) + H90HL2(S,9)>

mit Konstanten Cy und C5, die nicht von ¢ abhéngen. A\; > 0 bezeichne den
kleinsten nichtverschwindenden Eigenwert von A, als Operator auf Funk-
tionen. Wegen JCo ¢ = 0 gilt p_L, const, woraus die Poincaré-Ungleichung

||D90||L2(s,g) > M ||90||L2(s,g) (3.1.7)
folgt. Zusammenfassend erhalten wir

(Ko, 0)ol < C1{[Dell12(5,)
mit

01203C4C5<1+i>
A

Da die Exponentialfunktion konvex ist, folgt aus der Jensenschen Un-
gleichung

1 =voly S = é? Jspdvolo < /62‘p dvoly,
S
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woraus

log/ezp dvoly > 0
s

folgt.
Mit den beiden letzten Abschéitzungen erhalten wir

1 2
Fp) > 5 Dol 7256y = CrlIDell 1254
1 a1 \* 2
= (— D o)
(5 1Pels - <5) -5
und damit

V(P @)+ L) s iyl
IZARC IR Bkt d LA COR

Wie oben gezeigt wurde, gilt

1
[¥llisor < Cr- Ca- (145 ) 1Dplacsy

Mit Korollar 3.1.4 folgt daraus die Behauptung.

3.1.12 Theorem: (vgl. [OPS], Abschnitt 2.2) Falls Cs (g) < 0 gilt, nimmt
F () unter der Variation von ¢ in

{peC>(9), f,o=0} (3.1.8)

ein Minimum bei einem eindeutig bestimmten ¢ € C* (S) Nker f  an. Die

Kriimmung K, beziiglich der von v auf S induzierten Metrik
gy =g

ist konstant und hat den Wert %S(g). Y ist die einzige C*° (S)—Funktion
voly

im Kern von § o die auf S eine Metrik konstanter Kriimmung induziert.

Zum Beweis von Theorem 3.1.12 bendtigen wir ein Lemma von J. L. Kaz-
dan und F. W. Warner.

3.1.13 Lemma: ([KW], S. 23, Formeln (3.6) und (3.7)) Sei M eine kom-
pakte zusammenhédngende Riemannsche Fldche mit glatter Riemannscher
Metrik. Dann gilt fiir u € H* (M) und 1 <r < o0

eteL"(M).



3.1 Uniformisierbarkeit im Fall Cs (g) <0 77

Fiir eine Folge (ug),ex C H' (M), die beziiglich der H'-Norm schwach
gegen u € H' (M) konvergiert gilt
Ly
—— e
k—o0

ek

3.1.14 Bemerkung: Schwache Konvergenz einer Folge (uy), oy gegen u in
H' (M) bedeutet, dafl u; schwach gegen u in L* (M) sowie Vuy schwach
gegen Vu in L? (T M) konvergiert.

Beweis von Theorem 3.1.12: Wir wéhlen eine Folge (¢,),cy € C™ (5)
mit f ¢, = 0 fiir alle n, so daB F' (¢,) monoton fallend gegen

Fy:=inf {F(¢)|peC®(S), f,o=0}
konvergiert. Wegen
F(0)=0
diirfen wir ohne Einschrankung
F(e1) <0

annehmen. Mit Lemma 3.1.11 gilt fiir alle n € IN

/ c? O
||90n||H1(S,a) < \/502 ( F (¢n) + 71 + ﬁ) < 204C5.

Dabei sind C; und C, die Konstanten aus Lemma 3.1.11.
Wegen dem Einbettungssatz von Rellich ist (,), . € L* (S) prikom-
pakt. Gegebenenfalls nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt also

on — p € L2(S).

n—oo

Da alle ¢, im Kern von fo liegen, gilt dies auch fiir . Die gleichméfige
Beschrénktheit von ||| 1(5,0) 1mpliziert gleichméBige Beschrénktheit von

||D90n||L2(s,a)7

woraus mit Lemma 1.4.7
Y€ D(D)=H"(S, 0) (3.1.9)

folgt.
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Es gilt

[D¥llza(sg) < sup [ Dionllpags,g)

woraus wir durch Ubergang zur Teilfolge (©n)n>no
|’D¢||L2(S,g) < nl(gN SSE) ||D90n\|L2(s,g) = ligg}f ||D90n\|L2(s,g) (3.1.10)

sehen. Weiterhin gilt
(Ko, @n)y —— (Ko, ¥y (3.1.11)

Mit dem Lemma von Fatou erhalten wir

n—oo

S S

voly, S = /ew dvoly < lim inf/e%" dvoly . (3.1.12)

Die ersten beiden Terme von F' sind stetig in H! (S, o). Wegen Lemma 3.1.13
gilt dies auch fiir den dritten Term. Daher kénnen wir F' durch Stetigkeit
zu einem Funktional

F:H'(S0)—R

fortsetzen. Dann folgt aus den Formeln (3.1.10), (3.1.11) und (3.1.12)

F (¢) <liminf F (¢,) = lim F (p,) = Fy

n—oo n—oo

und damit

C>(S) c H' (S,0)
dicht liegt, nimmt F bei 1 ein Minimum unter der Nebenbedingung
Fov=0

an. Geméf Satz 3.1.10 ist F' und damit auch F translationsinvariant. Da-
her wird F von 1 nicht nur in {¢ € H*(S,0)| f, =0}, sondern in ganz
H' (S, o) minimiert.

Wir miissen zeigen, dafl ¢ glatt ist. Dann folgt

F(y) = F () = Fy.
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Folglich nimmt F' bei ¢ ein Minimum an.

Weil F bei ¢ ein Minimum annimmt, gilt fiir jedes ¥ € C§° <§)

0 ~ 27TCS (g)

0= @F (¥) (9) = (D, D)y + (Ko, V), — T2 dvol, (€. 9),,

(3.1.13)
wobei % als Frechet—Ableitung zu verstehen ist. Das bedeutet

0 ~ d| =
%F(w)(ﬂ)Z —| Fy+e)).

de|._,

(o}

Es gilt Ky € C*® <S) Wegen 1) € H' (S, o) folgt aus Lemma 3.1.13

e e L*(S).
Damit folgt aus Formel (3.1.13)

27‘[‘05 (g)

Agth = — Ko + —2o5\9)_
0¥ ot [ € dvolg

e e L}, (S) : (3.1.14)

A ist hier im distributiven Sinne zu verstehen. A ist ein elliptischer Dif-
ferentialoperator der Ordnung 2, woraus

W € Hi, (5 ; g)
folgt. Mit dem Sobolev-Lemma konnen wir daraus

b e P (S)

schlieflen, woraus wir wiederum

e e 0 <§)

erhalten. Aus Lemma 1.4.10 folgt
e* € H}, (s, g) .
Induktiv folgt nun aus Formel (3.1.14) mit genau derselben Argumentation

Y€ O (s) . (3.1.15)
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GemiB Formel (2.3.5) gilt auf S fiir die zur Metrik g, = e*¥g gehorige
Kriimmung

271'05 (g)

K,=———"—.
¥ fs e2¥ dvoly

(3.1.16)

Wir wollen nun die Glattheit von 1 bei einer Singularitit p € ¥ zeigen.
Zusammen mit Formel (3.1.15) folgt dann die Glattheit von ¢ auf ganz S.

Sei U C S eine Umgebung einer Singularitdt p von (S, ¢g) der Multiplizitét
N. Wir identifizieren (U, ¢) mit seiner isometrischen Einbettung in € wie in
Definition 1.2.1. p wird mit 0 € C identifiziert. Mit A wie in Definition 1.2.1
gilt

h(z)= N[22 (1+ hi (2))
mit hy; € C* (U) und
hy (0) = 0.
Daraus folgt
logh (z) =2log N 4+ (2N —2)log |z| +log (1 + hy (2)) .

Gegebenenfalls nach Verkleinerung von U gilt

log (14 hy) € C* (V). (3.1.17)
Nun gilt
0? 1 0
womit wir
Aslppqoylogh € C= (UNA{0}) N L (U) (3.1.19)

erhalten. A, [, () log h kann zu einer glatten Funktion w € C* (U) fortge-
setzt werden, wie man mit den Formeln (3.1.17) und (3.1.18) sieht.
Auf U\ {0} gilt mit Formel (2.3.4)

1
Agtp = h A0|U\{0} .

Aus Formel (2.3.5) erhalten wir

1
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Wiederum mit Formel (2.3.5) folgt daraus

Ky = e (Ko + Agpy) = e (% Aol goplog it 5 Aclin oy 1/’) :
(3.1.20)

Wie in Formel (3.1.16) gezeigt wurde, ist K, konstant. Wegen ¢» € H* (S)
wissen wir mit Lemma 3.1.13, daf}

e? e L*(9).

Es folgt aus den Formeln (3.1.19) und (3.1.20)
1

Aus Formel (3.1.9) wissen wir ¢|U € H}

loc

(U, o). Daher gilt
Ay e H M (U o).
Fiir alle i € C° (U \ {0}) gilt
(At — fo1) =0 (3.1.22)
und somit
supp (A, — f) C {0}.

(., .) bezeichnet hier die duale Paarung H~' x H! — C. Da u kompakten
Tréger hat, ist Formel (3.1.22) wohldefiniert, obwohl lediglich A ¢ — f €
H; )} (U,0) gilt. Aus [Tre], Theorem 24.6 folgt daher

Asth— f =P (),

wobei P ein Differentialoperator und y das Dirac—Maf§ im Punkt 0 ist. Fiir
u € C™(U) gilt also

P (o) (u) = (Pu) (0).

Angenommen, es wiirde g € H,,! (U, o) gelten. Wegen supp 6o = {0} wiirde
dann §y € H~! (IR?) folgen. Da die Fouriertransformierte von &y als Distri-

bution auf IR? aber konstant 5- ist, gilt

2 1 o\ —1
||60||H*1(R2) = Gy / (1 + [¢] ) d¢ = .
R2
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Daraus folgt &y ¢ H~' (R?) und somit &y ¢ H,,! (U, o). Falls P # 0 bei 0

ist, erhalten wir daraus
P () ¢ ! (U.o).
Deshalb mufl P = 0 bei 0 gelten, und wir erhalten
Ay =feLl*(Uo).

Aus der Tatsache, dafi A, ein elliptischer Differentialoperator der Ordnung 2
ist, folgt

Y € Hy, (U0),

woraus wir mit dem Sobolev-Lemma

Y € C(U)
und damit

e e CV(U)
erhalten. Mit Formel (3.1.21) gilt auf U

Ay = Kwhew — %w.

Induktiv kann man analog zu den Uberlegungen auf S. 79 daraus unter
Ausnutzung der Elliptizitdt von A,

v e ()

folgern.

Es bleibt die Eindeutigkeit von v zu zeigen. Aufgrund von Satz 3.1.2 ist
F| ker JCO strikt konvex. Daher ist das globale Minimum bei 1) das einzige
lokale Minimum und auch der einzige kritische Punkt von F' unter der
Einschrénkung ¢ € ker f . Sei p € C*(S), f, 1 = 0 so gegeben, daf auf

S eine Metrik g, = e*g konstanter Kriimmung K, induziert wird. Aus
Lemma 3.1.9 und Formel (2.3.5) wissen wir, daf

27TCS (g)
K, =—""
P [ et dvolg

gilt. Damit gilt fiir jedes ¢ € C> (5)

3 o 2 B 27TCS (g) 2u _
3,uF('u) () = (e Ku,ﬁ)o —fs n dvolg (e ,19)0 = 0.

F| ker fo hat also einen kritischen Punkt bei p. Wegen der strikten Konve-

xitit von Flker f gilt p = 1.
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3.1.15 Theorem: Falls Cs(g) < 0 gilt, gibt es eine eindeutig bestimmte
Funktion € C* (S), so daB
(i)

konstante Kriimmung —1 besitzt, g, also hyperbolisch ist.
Falls Cs (g) = 0 gilt, gibt es eine Funktion u € C* (S), die bis auf eine

additive Konstante eindeutig bestimmt ist, so daff | S, g, | flach ist, also

Kriimmung 0 hat.
Beweis: Fiir Cs (g) < 0 gilt

1
=1 — 5 log/ew dvoly,
S

wobei 1) die in Theorem 3.1.12 konstruierte Funktion ist.
Fiir Cs (g) = 0 gilt analog

1
=1 — §log/e2wdvolo +a
S

mit einer beliebigen Konstante a € IR.

Daf3 die angegebenen Funktionen Metriken der gewiinschten Kriimmun-
gen erzeugen folgt aus Formel (2.3.5). Die Eindeutigkeit (bzw. Eindeutigkeit
bis auf die Wahl von a im Fall Cs (g) = 0) von p kann aus Theorem 3.1.12
gefolgert werden.

3.1.16 Bemerkung: In [Tro2] werden auf kompakten Riemannschen Fli-
chen S degenerierte Metriken mit kegelartigen Singularitédten betrachtet, die
allgemeiner sind, als die von uns betrachtete Klasse G (.5). Ein wesentlicher
Unterschied ist, daf8 singuldare Punkte der in [Tro2]| betrachteten Metriken
keine ganzzahligen Multiplizitdten haben miissen. Wenn A den Laplaceope-
rator beziiglich einer solchen Metrik bezeichnet, dann wird unter anderem
die Differentialgleichung

Au = he®™ — hg (3.1.23)

untersucht, wobei A und hy auf S Holderstetige Funktionen sind und ¢
eine positive Zahl darstellt ([Tro2], Abschnitt 5). Formel (3.1.23) dhnelt
Formel (2.3.5). Wie in der vorliegenden Arbeit induziert eine Losung der
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Gleichung (3.1.23) eine degenerierte Metrik mit Kriitmmung h auf S , wenn
die zugrundeliegende Metrik Kriimmung hq besitzt. Fiir den Spezialfall, dafl
sich die Kriimmung beziiglich der zugrundeliegenden Metrik Holderstetig
auf ganz S fortsetzen 1aBt, wird in [Tro2] ein zu Theorem 3.1.15 analoges
Resultat erzielt. Fiir das von uns betrachtete Problem fiir Metriken der
Klasse G (S) geht Theorem 3.1.15 tiber die Aussagen der Theoreme 3 und 4
aus [Tro2|, Abschnitt 5 hinaus, was die Regularitat der uniformisierenden
Funktion betrifft.

Dieselbe Klasse von Metriken wie in [Tro2] wird auch in [HT] betrachtet.
Mit Methoden analog zu [Tro2] werden dhnliche Resultate unter gednder-
ten Voraussetzungen an die Kriimmung beziiglich der zugrundeliegenden
Metrik erzielt ([HT], Theorem A). Angewandt auf das von uns betrachtete
Uniformisierungsproblem bedeutet das, daf§ in Verbindung mit Satz 2.4.3
die Aussage von Theorem 3.1.15 mit schwécherer Regularitét der uniformi-
sierenden Funktion folgt.

3.1.17 Lemma: Zup € ¥ und C > 0 gibt es ein ¢ € C* (S) mit

Y Nsupp ¢ = {p}

sowie

D@ Las,g) + 1ol 2gs,g) < 1
und ¢ (p) > C.

Beweis: Wir wiahlen eine Funktion f mit supp f C U, wobei U eine hin-
reichend kleine Umgebung von p ist. Wir identifizieren (U, o) mit ihrer iso-
metrischen Einbettung in D, mit 0 < ¢ < 1 wie in Definition 1.2.1. Es gebe
eine Umgebung V von p mit V. C U, so dal f|U \ {p} € C* (U \ {p}) und
firzeV

f(z) = log (—log|z|)

gilt. Wegen
|f (2)] < —log|z]
gilt f|V € L?* (V) und damit f € L*(S). Es gilt auflerdem
1
Df(z) = ————dz,
)= FTios T
woraus

1 1
Df|3 < | m———dzNdZ=———<
” fHL2(V,o)—/|Z“Og|Z| < < loge o0
De
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folgt. Weiterhin gilt f € C* (5\ {p}). Aus der Kompaktheit von S folgt
feH (S o).

Da C*(S) N H(S,0) ¢ H'(S,0) dicht liegt, gibt es zu C' > 0 ein
p € C*(5) mit

||80||H1(s,a) <2 ||f||H1(S,U)
und ¢ (p) > C. Falls namlich fiir alle ¢ € C* (S) mit
||¢||H1(S,O') <2 ||f||H1(5',0)

¥ (p) < C gelten wiirde, dann wiirde auch f(p) < C gelten, was einen
Widerspruch zur Konstruktion von f darstellt. Durch Skalierung von ¢

folgt die Behauptung.

Im Falle ¥ = () ist es unter der Nebenbedingung vol,, S = 1 dquivalent, F
zu minimieren und det A, zu maximieren, wie man mit Formel (3.1.1) sieht
([OPS], Abschnitt 2.1). Falls g € G () singulér ist, ist das nicht so, sondern
{det A, | € C*(S),vol, S =1} ist unbeschrénkt, wie der folgende Satz
zeigt.

3.1.18 Satz: Sei ¥ # () und es gebe ein p € ¥ mit N (p) > 2. Dann gibt
es zu jedem C > 0 ein p € C* (S5) mit vol, S = 1, so daf

logdet A, > C

gilt.

Beweis: Mit einer Konstante C] folgt aus Lemma 3.1.7 und Lemma 3.1.3
fir ¢ € C°° (S) mit vol, S =1

< i (lle = Fo#llagsy + 1815 -

‘(K(J? Y — JCO 90)0

Daraus folgt mit der Poincaré—Ungleichung (3.1.7) mit einer Konstante Cy,
die nicht von ¢ abhéngt

(o, @)ol < Co (ID@ly(s + Fo0)

Mit von ¢ unabhéngigen Konstanten C5 und C; und

R, (4) = é N o) (N@) ~N®™)

pEX
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folgt aus Theorem 2.4.6

log det A, — log det Ay

1 5 1
= 57 1P¢lzacs,) = 5 (Ko 0o + By (9)

1 2
Z_TZF@D¢MA&m+2GwD¢mﬂ&m+chfWa_%&Aw) (3.1.24)

1 2 O C?
———(Ip C)——— o R

o <|| Pllrzsg +Cs) — 5 fo+ o+ o ()
1

2
>~ (ID0lla(s )+ Cs) + Ry (),

weil aus der Jensenschen Ungleichung

1 =vol, S = /6% dvoly > e2Js #dvelo — 62)[0@
S

folgt, womit wir

For <0

erhalten. N
Wegen Lemma 3.1.17 gibt es zu p € ¥ mit N (p) > 2 und C > 0 ein
P € C*(S) mit

¥ Nsuppyp = {p}

sowie

HDwHLQ(S,g) + Hw”L?(S,g) <1

und ¢ (p) > C. Wir setzen
1
p =1 — 5 logvoly, S.
Dann gilt vol, S = 1. Mit [KW], Formel (3.5) gilt
1
5 llog vol,, S| < Cj
mit einer geeigneten Konstante C, die nicht von C und ¢ abhéngt. Es folgt

1
D¢l 1254 + 1l 12059y S 1DV 25,9y + 1€l 12(5,9) + 5 |log voly, S|
<1+Cs.
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Weiterhin gilt

1 _
¢ (p) =14 (p) - §lOgvol¢S >C —Cs.
Wir erhalten mit Formel (3.1.24)
log det A, —log det A

> b (14 C5)° + % (5 - C5> (N(p)—N@p™)

127
~50 Y (N -N@T).

q€x\{p}

Daraus folgt die Behauptung.

3.2 Die uniformisierte Metrik bei singuléiren
Punkten

In Abschnitt 3.1 haben wir fiir gewisse Fliachen gezeigt, daf sich ihre Metrik
konform auf konstante Kriimmung transformieren 148t. Es ist daher inter-
essant zu untersuchen, wie sich diese so entstehende Metrik in der Ndhe von
Singularitdten verhélt. Wir wollen in diesem Abschnitt die Klasse der dabei
auftretenden Metriken ndher beschreiben.

3.2.1 Definition: Sei W eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit,
versehen mit einer glatten Riemannschen Metrik oy . Eine Metrik o auf
R x W heifit Warped Product, falls sie die Form

o=dr*+ f(r) ow
hat, wobei dr? die Standardmetrik von R ist, f € C* ((0,00), (0, 00)).

Wir betrachten (.S, ¢) mit Cs(g) < 0. ¢ € C®(S) sei die in Theo-
rem 3.1.15 konstruierte Funktion, die eine Metrik

g, = €*g
konstanter Kriimmung —1 bzw. 0 auf S induziert.

3.2.2 Theorem: Falls Cs (g) < 0 gilt, dann gibt es zu jedem Punkt p € &
eine Umgebung U > p in S und eine Isometrie

i (U\{p},90) — (1 (U\{p}) C R} x S, gy :=da* + N? (sinh )? dv?) .

Dabei bezeichnet N die Multiplizitéit der Singularitdt von S bei p.
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3.2.3 Bemerkung: Aus Theorem 3.2.2 folgt, dafl g, in der Néhe von Sin-
gularitdten ein Warped Product ist.
Es ist zu beachten, daf i eine Isometrie auf U \ {p} und nicht auf ganz

U ist.

Zum Beweis von Theorem 3.2.2 benotigen wir einige Voriiberlegungen.
Zunéchst fithren wir den Begriff des Langenraums ein und betrachten einige
Eigenschaften spezieller hyperbolischer Flichen, die wir spéater bendtigen
werden.

3.2.4 Definition: ([Gr], Definition 1.7) FEin metrischer Raum (X, dist)
heiBt ein Langenraum, wenn der Abstand dist (z1,x5) von je zwei Punkten
x1, x99 € X durch das Infimum der Langen aller x1 und x5 verbindenden
Kurven in X gegeben ist. Dabei ist die Linge einer Kurve

c: ] — X

als rektifizierte Lédnge

t,el firt=0,...,n,n €N,

I(c) = sup {Z dist (¢ (ti_1) , ¢ (t))

t0<t1<...<tn}

definiert. I bezeichnet ein Intervall.

3.2.5 Definition: ([Gr], Definition 1.9) Sei (X, dist) ein Langenraum. Eine
Kurve

c: I —-X
heifft minimierende Geodétische, falls fiir alle t1, to € I, t1 < ty
L(c|[ti,ta]) = dist (c(t1),c(t2))

gilt. I bezeichnet ein Intervall. [ (c|[t,ts]) steht fiir die rektifizierte Lénge
von c¢|[t1,ta], wie in Definition 3.2.4. ¢ heifit Geodatische, falls es zu jedem
t € I ein € > 0 gibt, so daf3

clINft—et+¢
eine minimierende Geodatische ist.

3.2.6 Theorem: (|Gr], Theorem 1.10 (ii)) Sei (X,dist) ein vollstindiger
lokalkompakter Lingenraum. Dann existiert zu je zwei Punkten aus X eine
verbindende minimierende Geodétische.
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3.2.7 Lemma: Sei U eine offene zweidimensionale orientierbare Riemann-
sche Mannigfaltigkeit, versehen mit einer glatten Riemannschen Metrik o.
V' C U sei eine einfach zusammenhédngende zweidimensionale kompakte
Untermannigfaltigkeit mit stiickweise glattem Rand 0V. Dann gibt es eine
einfach zusammenhéngende kompakte Untermannigfaltigkeit W C U mit
stiickweise geodatischem Rand OW | so dafl

VcwcU

gilt.

Beweis: Fiir € > 0 betrachten wir die e-Hiille Vo, um V'
Vee:i={pe Uldist(p,V) <e}.

Wegen der Kompaktheit von V' konnen wir

3

Vi = {pGU‘dist(p,V)zé}

fiir hinreichend kleines e beliebig gut durch eine stiickweise geodétische
Kurve approximieren. Das bedeutet, daf} es zu jedem § > 0 eine geschlossene
Kurve

cs 1 10,1) = U
gibt, die folgende Eigenschaften erfiillt. Fiir jedes t € [0,1) gilt
dist (s (t), V%) < 0.
Zu jedem p € V: gibt es ein t € [0, 1), mit
dist (¢s5 (1), p) < 0.

Mit 0 = § liegt die zugehorige Kurve c; vollstandig in Ve, \ V. Wir
wahlen nun W als die von dieser Kurve eingeschlossene Fléche.

3.2.7

3.2.8 Lemma: Sei (U,0) wie in Lemma 3.2.7 gewéhlt. Zusétzlich neh-
men wir an, daB3 (U, o) hyperbolisch ist, also konstante Kriimmung —1 hat.
W C U sei eine einfach zusammenhédngende kompakte Untermannigfaltig-
keit mit stiickweise geodétischen Rand. Dann gibt es zu W eine endliche
Partitionierung

Witicjcio €W

mit folgenden Figenschaften:



90 3 Ein Uniformisierungssatz

o AlleW;, 1 < j < jy sind einfach zusammenhédngende konvexe geodéti-
sche Polygone. Konvex bedeutet hier, dafi die Innenwinkel der Ecken
< 7 sind.

o FEs gilt

w= |J w.

1<5<30
o Fiir 1 <k, 1< jo, k1 gilt

Wi W, Cc oW, U oW,.

Beweis: Sei p eine Ecke von W mit angrenzenden

v =S8 s .. . )
! 3 Geodatischen vy und vy, die sich mit Innenwinkel
D Yo =50, > 7 schneiden. Dann findet man endlich viele w;,
o 1 <7 <1y mit
W 0< {Wz‘}1§z‘§z'o =,
So so daf3
S1 .
%0
W = Z W
i=1

gilt. Zu jedem w; konstruieren wir nun eine Geoda-
tische s; in W durch p, so dafl der Winkel zwischen
si—1 und s;, 1 <@ < iy gerade w; betragt. Dabei
sei sp := vo und s;, := v; (vgl. Abbildung 3.1). Ohne Einschriankung seien
die s; nach Bogenlidnge so parametrisiert, daf§ jeweils s; (0) = p und fiir
hinreichend kleines € > 0

Abbildung 3.1

si ([0,e]) c W

gilt. Da (W, o) einfach zusammenhéngend und hyperbolisch vorausgesetzt
wurde, gibt es zu jedem i ein ¢;o > 0, so daf§

S; (ti’()) c oW
und fiir alle ¢, 0 <t < ;9
si(t) e W\ oW

gilt. Sonst miiffite es eine geschlossene, nicht konstante Geoditische in W
geben, was aufgrund der Voraussetzungen aber unmoglich ist. Auch der
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Fall, daB s; (¢) fiir ¢ — oo gegen einen Punkt ¢ € W \ OW konvergiert
ist wegen der Annahme der Hyperbolizitit ausgeschlossen. Die so konstru-
ierten s; zerlegen W in i, einzelne Teilflichen. Jeder Punkt s; () liegt
entweder auf einer Ecke oder einer Kante von W. Im ersten Fall entstehen
in den zugehorigen Teilstiicken von W Innenwinkel, die kleiner sind als der
urspriingliche Innenwinkel von W bei s; (¢;0). Im zweiten Fall entstechen
Ecken der entsprechenden Teilstiicke mit Innenwinkeln < 7. Durch iterierte
Anwendung dieses Verfahrens auf die entstehenden Teilstiicke erhédlt man
die gewiinschte Zerlegung. Da W nur endlich viele Ecken hat, terminiert
dieser Proze8.

3.2.8

3.2.9 Satz: Sei (U,o) wie in Lemma 3.2.8 gewédhlt. V' C U sei eine einfach
zusammenhédngende zweidimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit mit
Rand, deren Rand 0V stiickweise glatt ist. Dann gibt es eine lokal isome-
trische Immersion

1V — H.

Beweis: Wir konstruieren zu V' ein W wie in Lemma 3.2.7. Geméafl Lem-
ma 3.2.8 kann W in endlich viele einfach zusammenhéngende konvexe geo-
datische Polygone {W;}, <i<io zerlegt werden. Fiir jedes dieser W; gibt es
gemaB [B], Korollar 1.4.3 eine orientierungserhaltende isometrische Einbet-
tung

ij . Wj — H.
Ohne Einschréankung diirfen wir annehmen, dafl fir 1 <k, 1 < j9
| We N W, = 4| W 0 W,

gilt. Dies 1&8t sich wie folgt begriinden. Wir nehmen an, daf§ die W; so
durchnumeriert sind, daf§ fiir j > 1

win Wi #0

k<j

gilt und J, . ; Wy, einfach zusammenhéngend ist. Dann betrachten wir

k<j
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Da die Innenwinkelsumme der jeweiligen Ecken der einzelnen W, die in
einem im Inneren von W liegenden Punkt angrenzen gleich 27 ist, kénnen
wir 4,41 so wéhlen, dafl

Xj Mg (W) C OX; Uijpr (OWiga)

gilt. Wegen des einfachen Zusammenhangs von | J,.. ; Wi ist OU< ; Wi zu-
sammenhéngend. Das bedeutet, dal es genau eine Moglichkeit gibt, W;
vermoge 7,41 an X; anzukleben, so dafl fiir 1 <k < j

ik We "W, = 45| Wi N W

gilt. Induktiv erhalten wir so alle Einbettungen i; mit den gewiinschten
Eigenschaften.
Nun setzten wir

i(q):==1i;(q) fir geW;, 1<j<jo.
Dann gilt
1 : W — H ist eine Immersion und wir wahlen

1= 1| V.

3.2.9

Wir kehren zu den speziellen Voraussetzungen von Theorem 3.2.2 zuriick
und werden die dort verwendete Notation beibehalten, ohne sie neu ein-
zufiihren.

3.2.10 Lemma:
UuoUu C S,
versehen mit der Abstandsfunktion
dist, : (UUOU)* — R,
(e1,2) = inf {1, (o) |e: (0,1) = U\ {p}
12%0(25) =1, 112}0(25) = IL‘Q}

ist ein vollstandiger lokalkompakter Léangenraum im Sinne von Definiti-
on 3.2.4. 1, (c) bezeichnet die rektifizierte Léinge von ¢ beziiglich der Metrik

G-
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Beweis: Wegen Lemma 3.1.3 ist klar, daf8 (U U OU, dist,,) ein metrischer
Raum und damit ein Ladngenraum geméfl Definition 3.2.4 ist. Da Vollstan-
digkeit und Lokalkompaktheit unter quasiisometrischer Variation der Me-
trik invariant sind, folgen diese Eigenschaften direkt aus Lemma 3.1.3, da
(U U 9U, dist,) mit o wie auf S. 71 vollstandig und lokalkompakt ist.

3.2.11 Korollar: Gegebenenfalls nach Verkleinerung von U existiert fiir
jedes w € U \ {p} beziiglich g, eine minimierende Geodétische endlicher
Lénge

s:(0,1] = U\ {p}, lims () = p, s (1) = .

Beweis: Dies ist eine direkte Folgerung aus Theorem 3.2.6 sowie Lem-

ma 3.2.10.

3.2.12 Korollar: Gegebenenfalls nach Verkleinerung von U existiert fiir
zwei Punkte u, v € U eine minimierende Geodétische

s:[0,1] = U, s(0) =u, s(1) = w.

Falls s durch p lauft, also falls es ein t € [0, 1] gibt mit s (t) = p, dann sind
s|[0,t) und s|(t,1] Geoditische in U \ {p} endlicher Bogenlénge beziiglich
ge- Andernfalls gilt dies bereits fiir s.

Beweis: Dies folgt aus Theorem 3.2.6, Lemma 3.2.10 und Korollar 3.2.11.

3.2.13 Satz: Gegebenenfalls nach Verkleinerung von U gibt es zu u € U
— bis auf Parametrisierung — genau eine verbindende Geodétische von u
und p, die vollstiandig in U liegt.

Beweis: Geméfl Korollar 3.2.11 gibt es eine minimierende Geodétische s,
die v und p verbindet. Wir nehmen an, es gibe eine weitere verbindende
Geodétische r in U, die auch nach Umparametrisierung von s verschieden
ist. Wir diirfen annehmen, daf

und
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gilt. Den Winkel zwischen s und r bei u, gemessen im Inneren des von im s
und im r eingeschlossenen Gebietes, bezeichnen wir mit w.
Zu einem hinreichend kleinen € > 0 betrachten wir

Se :=={x € U|dist, (z,p) =} C U.
c. sei eine geschlossene injektive Kurve in U mit
imec, = S..

Wir betrachten auf S eine glatte Metrik o wie auf S. 71. o| U ist isometrisch
zur euklidischen Metrik. Da geméfl Lemma 3.1.3 g, und o quasiisometrisch
sind, gilt fiir die Langen [, beziiglich g, und [, beziiglich o von c.

l, (c.) < const -1, (c.) =% 0. (3.2.1)
Andererseits konstruieren wir ein V. wie folgt. Seien
p tse und ¢, . € (0,1) so gewahlt, dafl
c. Lo (s1(0,ts2)) = 1o (| (0,tre)) = €
" gilt, und sei c¢. wie vorher. Das heif}t, c. verbindet die
°  Punkte s (t,.) und 7 (¢..). Ohne Einschriinkung diirfen
wir
u s(tse) = c: (0)
s r
und
Abbildung 3.2

r(te) =c: (1)

annehmen. Das von s | [ts., 1], r| [trc, 1] und c.| [0, 1] eingeschlossene Gebiet
bezeichnen wir mit V. (vgl. Abbildung 3.2). Die Parametrisierung von c.
kann so gewahlt werden, dafl p nicht in V; liegt.

Wir wihlen eine glatte Kurve a., die s (t5.) und r (¢, .) verbindet, so daf
V. im von s | [tse, 1], 7| [t;e, 1] und a. eingeschlossenen Gebiet — das wir ab
sofort ‘Z_ nennen — liegt, nicht aber p. Das ist immer moglich, da c. stetig
ist und beliebig gut durch eine glatte Kurve approximiert werden kann.

Nach Satz 3.2.9 kann V. lokal isometrisch in H immersiert werden,

PR ‘N/E — H.
Dann ist auch

DESE ARSI &
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eine lokal isometrische Immersion.

Die Bilder von s | [ts., 1] und r | [t,., 1] unter 7. sind Geodétische in H,
die sich bei 7. (u) mit Winkel w schneiden. Daher gibt es eine Konstante
L > 0, die nicht von e abhéngt, so dafl

L <disty (- 0 s (tse), 207 (tre)) <lm (e 0c.[0,1]) =1, (e [0, 1])

gilt. Das ist ein Widerspruch zu Formel (3.2.1).

3.2.14 Satz: Gegebenenfalls nach Verkleinerung von U gibt es eine endli-
che offene Uberdeckung

{Viticics, CU N AP}
von U \ {p}, so daB jedes dieser V; die folgenden Eigenschaften erfiillt.

e V) ist einfach zusammenhédngend.

e OV \ OU besteht aus Geodétischen, die gegen p laufen.

e Zu'V, gibt es einen HomGomorphismus

Jvi : Viu{p} — jv (ViU{p}) C H,
so daf3
il Vie Vi, 9p) — gy (Vi) € H

eine Isometrie ist.

Beweis: Wir betrachten ein ¢ € U \ {p} mit

diStSD (qyp) = 57

€ > 0. s sei die minimierende verbindende Geodétische von p und q. Geméaf
Satz 3.2.13 ist diese bis auf Parametrisierung eindeutig bestimmt. r sei eine
Geoditische durch ¢, die senkrecht auf s steht. Fir ein € imr, x ¢ im s
betrachten wir die minimierende verbindende Geodétische f von x und p.
Sei nun ¢’ € im s mit

0 < dist, (¢, p) < dist, (¢, p)
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und r’ die Geodéitische durch ¢', die auf s senkrecht steht. Wir bezeichnen
das von s, f und r eingeschlossene Gebiet in U \ {p} mit V' und nehmen an,
daBl alle Geoditischen mit Bogenlénge parametrisiert sind. V ist prakom-
pakt.

Nun gibt es ein

z € im7’ Nim f.

Falls es kein solches 2z gébe, dann wéren a priori vier Félle denkbar. Entwe-
der miiite ' (t) fiir ¢ — oo gegen einen Punkt

veV\oV

konvergieren, was nicht moglich ist. Falls es einen solchen Konvergenzpunkt
v gibe, dann konnte man eine Umgebung um v wéhlen, diese isometrisch in
H einbetten und dort eine mit Bogenldnge parametrisierte Geodéatische fin-
den, die fiir t — oo gegen das Bild von v konvergiert. Das ist aber unmoglich.
Ein anderer Fall, den man ausschlieen muf}, ist, dal ' einen Schnittpunkt
mit r oder mit s (auBer in ¢') hat. Solche Schnittpunkte kann es nicht geben,
da sich sonst ein Widerspruch wegen der Winkelsumme in hyperbolischen
Polygonen ergibe. Ein weiterer Fall ist, dafl " durch p lduft, was einen Wi-
derspruch zu Satz 3.2.13 darstellt. Falls ' (¢) fiir ¢ — oo nicht konvergiert,
aber r’ auch keinen Schnittpunkt mit r oder s (auBler in ¢’) hat, dann gibt
es eine geschlossene, nicht konstante Geodétische in V'\ 9V, was wegen der
Voraussetzung, dafl g, hyperbolisch ist ausgeschlossen ist. Daher muf es
einen Schnittpunkt von »' und f geben.

V. seidas von s, f, r und r’ eingeschlossene Gebiet,
wobei ¢’ so gewéhlt wurde, daf3

p

dist, (¢',p) = ¢

gilt (vgl. Abbildung 3.3). Nach Konstruktion ist V.
ein konvexes hyperbolisches Viereck mit geodétischen
Kanten und kann daher geméf [B], Korollar 1.4.3 iso-
metrisch in H eingebettet werden. Fiir ¢ — 0 kann
diese Einbettung fortgesetzt werden zu einer isome-
trischen Einbettung

Abbildung 3.3 Jv V. — H,
die wiederum durch Stetigkeit zu einem Homoomorphismus
Jjv : VUu{p} —jv (VU{p}) C H,

fortgesetzt werden kann.
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Wir betrachten nun fiir alle Wahlen von ¢ mit
dist,, (¢,p) > ¢

mit € > 0, ¢ hinreichend klein und z solche Flichen V = V (¢, z) und die
zugehorigen Abbildungen jy,. Sei

Se :=={u e U|dist, (u,p) =€}.
c. sei eine geschlossene injektive Kurve in U mit
ime, = S..
Wegen Lemma 3.1.3 gilt I, (c.) < co. Daher ist S. kompakt. Da fiir jedes V'
ly(cc|V)>0
gilt, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung

{Vlhglglo Cc U\ {p}
von S.. Mit Satz 3.2.13 sieht man, daf

{Viticic, CUNA{p}
auch eine Uberdeckung von
S<c :={u € Uldist, (u,p) <e}

ist. Wir haben damit eine endliche Uberdeckung von S. konstruiert, die alle
gewiinschten Eigenschaften erfiillt. Ohne Einschréankung kénnen wir U auf

S, verkleinern.

Wir betrachten

{Vl}1§zglo Cc U\ {p}

wie in Satz 3.2.14 und wéhlen auf H Polarkoordinaten (z, ), so dafl sich
die Metrik von IH zu

gu = da® + (sinh z)* dv?
ergibt. Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen, daf fiir jedes I, 1 <[ < [
jvi (p) =0€H

gilt und da8 {(z,0)|z € Ry} C H und jy, (V;) disjunkt sind.
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3.2.15 Lemma: Fiir jede Konstante A > 1 ist

iv: (v (V),gu) — (ivojv (V) CRY x S',ga = da® + A? (sinh z)? dv?)
(z,9) — (2, A7)

mit V' € {Vi}, o, eine Isometrie. Dabei ist der Ausdruck A='4 als Abbil-
dung von [0, 27) in sich zu verstehen.

Beweis: Dies folgt aus der Tatsache, dafl gerade

gA = iy gm

gilt.

3.2.16 Lemma: Fiirl, 1 <[ <[y bezeichnen wir den Oﬁnungswinkel von
Jvi (VZ) C H bei

0=jy(p) eH

mit w;. Mit der Notation von Lemma 3.2.15 und

lo
1
A= %lzlwl (3.2.2)

gibt es Abbildungen

{bviticic, - RY X St =R x S,
(,9) — (z,9 + 2y,

fiir geeignete 2y, € [0,27), so daf fiir Vi, Vi € {Vi} oy, auf Vi NV,
by, o iy, o jy, = by, o iy, o Jy;
gilt. Die Abbildung
i (UNAp},90) = (L(UNAP}) , 94),

{W}lgzglo 5V 3q—byoiyojy(q)

ist eine Isometrie.

Beweis: Wir setzen zy, := 0 und wéhlen fiir [ > 1 induktiv 2y, so, dafl

by, oiv; 0 jy; (Viea N V1) = by, 0y, 0 jvi, (Viea N V)
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gilt. A wurde so konstruiert, dafl wir
bVlo © iVlo Oszo (Vlo n ‘/1> = by, 0y, 0y (‘/lo N Vl)

erhalten.

Dafl i eine Isometrie ist folgt, wenn man beriicksichtigt, dafl geméf
Satz 3.2.14 und Lemma 3.2.15 iy, o jy; fiir jedes [, 1 <[ <[ eine Isometrie
ist. Auch alle Abbildungen by, sind Isometrien.

3.2.17 Lemma: Fiir A wie in Formel (3.2.2) gilt A= N.

Beweis: (5, ¢) mit g € G (5) ist in der Néihe einer Singularitat der Multipli-
zitit N die konforme Variation der N-fachen Uberlagerung der punktierten
Kreisscheibe in IR?, versehen mit der Standardmetrik, wie man mit Defini-
tion 1.2.1 sieht. Da Winkel unter konformer Variation der Metrik mit einer
positiven, von 0 weg beschrinkten Funktion — hier e?¥ — invariant sind,
was direkt aus Definition 1.2.1 folgt, gilt mit den Bezeichnungen von Lem-
ma 3.2.16

lo
Zwl = 27wN.
=1

Beweis von Theorem 3.2.2: Die Aussage von Theorem 3.2.2 ergibt sich
aus den Lemmata 3.2.16 und 3.2.17.

3.2.2

3.2.18 Theorem: Sei Cs(g) = 0. ¢ bezeichnet wiederum die in Theo-
rem 3.1.15 konstruierte Funktion. Dann gibt es zu jedem Punkt p € ¥ eine
Umgebung U > p in S und eine Isometrie

i (U\N{p},90) — (((U\{p}) C R} x S, gy = da* + N*2*di?) .

N steht fiir die Multiplizitdt der Singularitét bei p.

Beweis: Der Beweis von Theorem 3.2.18 kann vollig analog zum Beweis
von Theorem 3.2.2 gefithrt werden. Es miissen lediglich jeweils die hyper-
bolische Halbebene H durch die euklidische Ebene IR?, sinh z durch x und

Kriimmung —1 durch Kriimmung 0 ersetzt werden.
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3.2.19 Bemerkung: Die Aussagen der Theoreme 3.2.2 und 3.2.18 werden
bis auf das Teilresultat aus Lemma 3.2.17 unabhéngig in [J], Theorem 3.4
gezeigt.

3.2.20 Satz: Sei p € X und € > 0 hinreichend klein. Die geodétischen
Kreise

We(gy) = {q € S [disty (p.q) = ¢}

und

We(g) :=={q € S |disty (p,q) = ¢},

versehen mit der von (S, gy) bzw. (S, g) induzierten Metrik sind differen-
zierbare Mannigfaltigkeiten mit glatter Metrik.

Beweis: Die Aussage fiir W (gy) folgt direkt aus Theorem 3.2.2 bzw. Theo-
rem 3.2.18. Die Aussage fiir W, (g) folgt aus Theorem 3.2.2 bzw. Theo-
rem 3.2.18 in Verbindung mit Theorem 3.1.12.

3.3 Der Fall Cs(g) >0

3.3.1 Satz: ([Trol], Theorem 1(2)) Sei (W, o) eine Riemannsche Fléche
konstanter Kriimmung K. (W, o) besitzt zwei konische Singularitéten der
Multiplizititen Ny und Ny. W sei isomorph zu S%. Dann gilt N, = Ns.

Mit Satz 3.3.1 sieht man, daB, falls Cs (g) > 0 gilt, es auf S im allge-
meinen keine Metrik g, gibt, die zu g konform &dquivalent ist und konstante
Kriimmung besitzt. Sei etwa y (S) = 2 und (5, g) besitze nur zwei Singula-
ritdten der Multiplizitdten Ny > 1 und Ny > 1, N7 # N,. Es gilt also

Cs(g>:N1+N2>O.

Aus Satz 3.3.1 folgt nun, dafl es keine zu g konform &quivalente Metrik
konstanter Kriimmung gibt.

Geméf dem Satz von Chow ([GH], S. 167) konnen algebraische Kurven
konstruiert werden, die isomorph zu S? sind und genau zwei Singularititen
der Multiplizitdten N7 und Ny, N7 # N, besitzen.
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Symbolverzeichnis

Héufig verwendete Symbole werden zusammen mit einer kurzen Erkldrung
aufgefithrt. Bei Symbolen, die in der Arbeit eingefiihrt oder nédher erlautert
werden, wird die Seitenzahl ihres ersten Auftretens angegeben. Alle anderen
werden zu Beginn der Liste in alphabetischer Ordnung wiedergegeben. Der
Begriff alphabetisch muf} hier allerdings grofiziigig interpretiert werden, da
nicht in jedem Fall eine eindeutige Zuordnung moglich war. Ich habe mich
bemiiht, alle Symbole in dieses Verzeichnis aufzunehmen, die an mehreren
Stellen der Arbeit auftauchen und nicht zum grundlegenden Standardreper-
toire der Mathematik zahlen.

T, T3 zu T adjungierter Operator (beziiglich
der Metrik g,)

arg z Argument von z € C, z = |z| - ¢'¥87

A daufleres Produkt

L(H) Menge der beschrénkten linearen Opera-
toren auf H

Ck (M), Ck (M) Menge der k-mal stetig differenzierbaren

Funktionen (mit kompaktem Tréger) auf
M, ke NU{co}

1y charakteristische Funktion der Menge U

d auBlere Ableitung

D(T) Definitionsbereich des Operators T

Diff, Diff . Differentialoperatoren der Ordnung &
bzw. < k

Oy Dirac—Maf} im Punkt x

(u, V) duale Paarung der Funktionen p € HF
und v € H~*

X (M) Eulercharakteristik von M

I (z) I'~Funktion,
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Vf
(f:9), (f,9)

H

1

im f, ker f
L(X)

Lp

ord P
Y*h

R, R, RS

Rez, Im z
8 (R)

Hk

loc

WHEE (M), ||l ar)

specT’

supp f
TM, T*M

trLQ(M,U)
Cl (H)7 || . ||tr

Pt

(M)7 Hk (M)7 H : HH’C(M

loc (M)7 Lr (M)’ H 'HLP(M,U)

)

Gradient der Funktion f

punktweises und L?-Skalarprodukt von f
und g,

(ﬁg%Z/Yﬂg>

hyperbolische Halbebene

imaginire Einheit v/—1

Bild und Kern der Abbildung f

Raum der beschrinkten Operatoren auf

X

Menge der (lokal) LP-integrierbaren
Funktionen auf M, zugehorige Norm
beziiglich der Metrik o

Ordnung des Differentialoperators P

Pullback der Abbildung v, angewandt
auf h

Menge der Zahlen x € R x # 0, > 0, > 0
Real- und Imaginéarteil von z € C, z =
Rez+i¢Imz

Schwartz—Raum der glatten schnell fal-
lenden Funktionen auf R

(lokaler) L?-Sobolev-Raum der Stufe
k von Funktionen auf M, zugehorige
Sobolev—-Norm

LP—Sobolev—Raum der Stufe £ von Funk-
tionen auf M, zugehorige Norm

Spektrum des Operators T'
Tréager von f

Tangential- und Kotangentialraum der
Mannigfaltigkeit M

L?-Spur auf M beziiglich der Metrik o

Menge der Spurklasseoperatoren auf H,
Spurnorm

zum Differentialoperator P transponier-
ter oder formal adjungierter Operator
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G (9S) Klasse von degenerierten Metriken auf ei-
ner kompakten Riemannschen Mannigfal-
tigkeit S, definiert auf S. 19

by singuldrer Ort, S. 19
S Menge der reguldren Punkte von S,
S=5\%,
S. 18
N (p) Multiplizitét des Punktes p, S. 18
Tonin/maz minimale bzw. maximale abgeschlossene
Fortsetzung des Operators T', S. 22
D ideale Randbedingung der dufleren Ablei-
tung, S. 22
X2) (S) L*-Eulercharakteristik von S, S. 35
¢ (s) ¢~Funktion, S. 44
fsa Mittelungsoperator beziiglich der Metrik
9
fof=— / f dvol
?7 " vol, S VOl
S. 45
9o von ¢ zur Metrik g induzierte Metrik
9, = €*g,
S. 48
*, Hodgeoperator beziiglich der Metrik g,
S. 48
vol,, dvol, Volumen und Volumenform beziiglich der
Metrik g,
vol, M = / dvol,,
M
S. 48
Ay Laplaceoperator beziiglich der Metrik g,
S. 48
K, (GauB-)Kriimmung beziiglich der Me-

trik g,, S. 49
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(-regularisierte Determinante des La-
placeoperators beziiglich der Metrik g,
S. 48

Konstante
Cs(9)=x(S)+Y_(N(p)—1),
S. 69

Abstand der Punkte p und ¢ beziiglich
der Metrik g,, S. 92

(rektifizierte) Lange der Kurve ¢ beziig-
lich der Metrik g, S. 92



Stichwortverzeichnis

A

Abbildung

desingularisierende, 16
Ableitung

auflere, 22

Frechet—, 55
Auflésung, 16

C

Charakteristik
L?> Euler—, 35

D

Defektindizes, 23ff
degenerierte Metrik, 18f

desingularisierende Abbildung, 16

Desingularisierung, 16
Determinante
(-regularisierte, 48

E

Eulercharakteristik
L?>- 35

F

Formel

GauB3—Bonnet, 73

Polyakov—, 66
Frechet—Ableitung, 55
Friedrichsfortsetzung, 23
Funktion

¢, 44

G

GaufB3~Bonnet Formel, 73
Geodétische, 88
minimierende, 88

H

Hauptsymbol
Mellin—, 30
Hodgeoperator, 48

I

ideale Randbedingung, 22
Integral
regularisiertes, 34

K

konform kegelartig, 22

L

L?-Eulercharakteristik, 35
Lénge

rektifizierte, 88
Léngenraum, 88
Laplaceoperator, 23
Lokalisationsprinzip, 25
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M

Mannigfaltigkeit

konform kegelartige, 22
Mehrfachpunkt, 16
Mellin-Hauptsymbol, 30
Metrik

degenerierte, 18f
minimierende Geodéatische, 88
Mittelungsoperator, 45
Multiplizitét, 16, 19

N

Neillsche Parabel, 18
Normalform, 16

O

Operator
Hodge -, 48
Laplace—, 23

Mittelungs—, 45
Wiémeleitungs—, 34
Ort

singulérer, 19

P

Parabel

Neillsche, 18
Poincaré

—Ungleichung, 75
Polyakov-Formel, 66
Product

Warped, 87

R

Randbedingung

ideale, 22
Raum

Léngen—, 88
regularisiertes Integral, 34
rektifizierte Lénge, 88

S

Satz
Uniformisierungs—, 68ff
singularer Ort, 19

U

Ungleichung
Poincaré—, 75
Uniformisierungssatz, 68ff

W

Warmeleitungsoperator, 34
Warped Product, 87

Z
¢(—Funktion, 44

(-regularisierte Determinante, 48



